Capitulo 5 


INTEGRAL MULTIPLE 


SECCIONES 

1. Integrates dobles sobre rectangulos. 

2. Integrates dobles sobre regiones generates. 

3. Cambio de variables en la integral doble. 

4. Integrates triples. 

5. Ejercicios propuestos. 
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1. INTEGRALES DOBLES SOBRE RECTANGULOS. 


Asf como la integral simple resuelve el problema del calculo de areas de 
regiones planas, la integral doble es la herranrienta natural para el calcu- 
lo de volunrenes en el espacio tridimensional. En estas notas se introduce 
el concepto de integral multiple, el cual incluye los casos anteriores en un 
contexto general. De este nrodo, las aplicaciones no se linritan al calculo 
de areas y volunrenes sino que se extienden a otros problenras ffsicos y ge- 
onretricos. 


5.1. Integral sobre regiones elementales. 

5.1.1. Definiciones previas. 

Todo conjunto de la forma I = [a\,bi] x ■■■ x [a n , b n \ C R n recibe el nornbre 
de intervalo n-dinrensional o n-intervalo. 

Una particion de I se define al dividir cada intervalo [a,i,bi\ nrediante los 
puntos {xq, • • • ,x l m .} y fornrar las celdas n-dinrensionales J k = [xj 1 ,xj 1+1 ] x 
• • • x [x ^ n , x'j n+ 1 ] , 0 < ji < rrii — 1 (i = 1, . . . , n). De este nrodo, una particion 
de un n-intervalo I es un conjunto P = { J\, . . . , Jn}, formado por celdas 
n-dinrensionales, tal que ./, Pi fl Jk = 0 (* + k), y Ji U • ■ ■ U J N = I. 

Dada una funcion / : I — ► R acotada, si defininros la medida n-dimensional 
de una celda como el producto de las longitudes de sus aristas, llanrarenros 
suma inferior de / con respecto a la particion P a 

L(f,p ) = ^2 ■ X e Jk} ■ m(Jfc). 

J k eP 

Analoganrente, la suma superior de / respecto a P es 

U(f,P)= ^ sup {f{x) : x e J k } ■ m{J k ). 
j k &P 


5.1.2. Propiedades. 

i) L(/, P ) < U(f , P), para toda particion P de I. 

ii) Si P' es un refinanriento de P (es decir, cada celda de P’ esta contenida en 

alguna celda de P), entonces L(f, P) < L(f , P’) y U(f, P’) < U(f, P). 

iii) Si P 1 y P" son dos particiones arbitrarias de /, L(f,P') < U(f,P"). 

iv) sup {L(f, P) : P particion de 1} < fnf {[/(/, P ) : P particion de I}. 
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5.1.3. Definicion. 


Se define la integral superior de / sobre / a 



fnf {[/(/, P) : P partition de I}. 


Del mismo modo, se define la integral inferior de / sobre I a 



sup {L(f,P) : P partition de /}. 


Diremos que la funcion / es integrable sobre I cuando fjf = f f y 
dicho valor comun se llama integral de / sobre /, que denotaremos por 
fj f. En el caso particular n = 2 utilizaremos frecuentemente la notation 



f(x,y) dxdy y, si n 


3, utilizaremos la notation analoga 



f(x, y, z ) dxdydz. 


5.1.4. Teorema. 

Sea f : I C R n — > K. acotada. Son equivalentes: 

i) f es integrable en I. 

ii) (Condicion de Riemann.) Para todo e > 0, existe P £ particion de I tal 

que U(f,P e )-L(f,P e )<e. 

Hi) (Condicion de Darboux.) Existe una constante L con la siguiente propiedad: 

N 

Ve > 0, 3(5 > 0 : ^ f(xi)m( J,:) — L < s, 

i = 1 

donde P = {Ji,..., Jn} es una particion de I cuyas aristas tienen 
longitud menor que <5 y x t E Ji (i = 1, . . . , N). 

Demostracion. Supongamos en primer lugar que / es integrable y vearnos 
que se curnple la condition de Riemann. Llamemos L = j) f . Por definicion 
de fnfimo, dado e > 0, existe una particion P' £ tal que U(f, P' £ ) < L + e/2. 

Analogamente, existe una particion P'J tal que L(f, P £ ) > L — e/2. Si 11a- 
marnos P £ = P' £ U P'J , entonces 

L-e/ 2 < L(f, Pj) < L(f , P £ ) < U(f, P £ ) < U(f, P' £ ) < L + e/2. 

Por tanto, U (/, P £ ) - L(f, P £ ) < e. 
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Supongamos ahora que se cumple la condicion de Riemann y veamos que / 
es integrable en I. 

Como L(f,P) < f r f < f f f <U(f,P), entonces f f f - f f f < s, Vs > 0, 
con lo cual f T f = f f. 

Probemos ahora la equivalencia entre i) y iii) . Supongamos en primer lugar 
que se cumple la condicion de Darboux. As! pues, dado e > 0, elegimos S > 0 
tal que 

TV 

T ) - L < e/2. 

i = 1 

Elegimos tambien xi G Ji de rnodo que 

I /(**) - sup {/(x) : x G Ji } I < £ ■ 

m(Ji) ■ 2N 

Entonces 

TV TV 

- £| < U(f,P) - yf(xi)m(Ji) + yf{xi)m(Ji) - L 
2=1 2=1 

£ • m(Ji) e _ 

^ m( Ji) • 21V + 2 ~ 

Analogamente se prueba para las sumas inferiores. 

Para probar el reclproco, necesitamos el siguiente resultado. 

Lema. Dada una partition P de I y cua lquier e > 0, existe 5 > 0 tal que 
para cada partition P' en celdas de aristas con longitud menor que 6, la 
suma de las medidas de las celdas de P' que no estan totalmente contenidas 
en alguna celda de P es menor que e. 

Demostracion. Para demostrarlo, separaremos dos casos: 

n = 1 : Si P = {xo,xi, . . . ,xtv}> basta elegir 6 = e/N porque los intervalos 
de P' que no esten contenidos en algun intervalo [xk-i,Xk] deben incluir 
algun Xk, k = 1, . . . , N — 1; por tanto, la suma de sus longitudes es menor 
que N ■ 6 (mimero de intervalos multiplicado por la longitud de cada uno). 

n > 1 : Si P = { Ji, . . . , Jtv}; llamamos T a la longitud total de las aristas 
situadas entre dos celdas cualesquiera de P y elegimos 6 = e/T. 

Sea J' G P' una celda no contenida en ningun Esto indica que corta a 
dos celdas adyacentes de P. Por tanto, su n-medida es menor o igual que 
5 ■ A, donde A es la rnedida de las caras comunes a dichas celdas. Entonces 
Ylj'eP' ,J'<£J k < S - T = e. □ 
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Terminemos ahora la demostracion del teorema suponiendo que / es inte- 
grate en I. Por ser / acotada, existe M tal que \f(x)\ < M, \/x G I. 

Por ser / integrable, existen dos particiones Pi, P 2 tales que: 

L — L(f, P\) < e/2 
U(f,P 2 )-L < e/2 

(donde L es la integral y e > 0 arbitrario). 

Si P es un refinamiento de P\ y P 2 , entonces 


U(f,P) — e/2 < L < L(f,P) + e/2. 


Por el lerna anterior, existe 5 > 0 tal que si P' es una particion de I cuyas 
aristas tienen longitud menor que S, entonces 


m ( J/ ) < 

J'eP',J'<jLJk,Jk&P 


£ 

2 M' 


Sea P' = {Si, . . . , Sat} una particion de aristas con longitud menor que 5 
donde cada Si, . . . , S*, esta contenido en alguna celda de P y S^+i, . . . , Sn 
no lo estan. Si Xj G Sj. entonces: 


N 

f(x j )m(S j ) 

3 = 1 
N 

3=1 


k N 

f( x j) m ( S 3 ) + f( x 3 ) m ( S 3 ) < U(f, P) + M ■ ^ < L + e. 

3=1 j=k + 1 

k N 

Y f( x j) m ( s j) - Y -f( x 3) m ( s i) ^ L (/’ p )- M - 2 L ~ £ - 

3=1 j=k + 1 


Por tanto, 


N 

Yf( x j) m ( s j) - L 

3=1 


< e, 


lo que corresponde a la condicion de Darboux. 


□ 


Ejemplos. Estudiar la integrabilidad y calcular la integral (en caso de exi- 
stir) de las siguientes funciones en las regiones indicadas: 


a) f(x, y) = [x] + [y], (x,y) G [-1,1] x [-1,1]. 

b) f(x,y) = [x + y\, (x,y) G [-1,1] x [-1,1]. 
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c) f(x,y) =sen (x + y), (x,y) E [0, tt/2] x [0, tt/2]. 


d) f(x, y) = x 3 + 3 x 2 y + y 3 , (z, y) G [0, 1] x [0, 1]. 

e) f(x,y) = y/\y- x 2 \, (x,y) G [-1,1] x [0,2], 

5.2. Extension del concepto de integral a regiones 
acotadas. 


Sea A C M n un conjunto acotado tal que A C I, donde I es un n-intervalo, 
y / : A —> R. una funcion acotada. Decimos que / es integrable en A 
cuando 


g(x) 


f(x) si x G A 
0 si x G I \ A 


es integrable en I. 


Esto sugiere que el tipo de regiones para las que una funcion es integrable 
no puede tener “frontera muy conrplicada” . Por tanto, necesitanros las sigu- 
ientes definiciones. 


5.2.1. Definicion. 

Un conjunto acotado let" tiene contenido (segun Jordan) si la funcion 
constante f(x) = 1 es integrable en A. En este caso, el contenido de A se 
define conro c(A) = f A 1. 

Por definicion de integral, un conjunto A tiene contenido cero si y solo 
si 


N 

Ve > 0, 3{ Ji, . . . , J]y} n-intervalos que cubren a A : m(Jj) < e. 

i — 1 

Direnros entonces que un conjunto acotado A C R n es un dominio de Jor- 
dan si su frontera tiene contenido cero. 


Ejemplo. La grafica de una funcion y = f(x) continua en [a, b] tiene con- 
tenido cero en R 2 . 

En efecto, dado e > 0, conro / es unifornremente continua en [a, 6], existe 
5 > 0 tal que | f(x) — f(y) \ < £ si \x — y\ < 5. 


6 



Sea {xo, xi, . . . ,xn} una partition de [a, b\ con Xj = a+jh (j = 0, 1, . . . , N), 
donde h = (b — a)/N y elegimos N suficientemente grande para que h < 5. 
Si llamamos 


Rj = {(®, y) ■ Xj - 1 < x < xj, | y - f(xj ) | < e}, 

entonces (x,f(x)) G Rj cuando Xj-i < x < Xj, es decir la grafica de / 
esta contenida en U /= i Rj- Como el area de Rj es igual a 2 e{xj — Xj- 1 ), 
entonces la surna de las areas de todos los rectangulos es igual a 2 e(b — a). 

De forma similar se puede probar que la grafica de cualquier funcion continua 
z = f(x, y ) sobre un rectangulo [a, b] x [c, d] tiene contenido cero en R 3 . 


5.2.2. Definicion. 


Un conjunto A C R n , no necesarianrente acotado, tiene medida nula 
(segun Lebesgue) cuando 

Ve > 0, 3{J m } me pj n-intervalos que cubren a A : m(J m ) < e. 

me N 


Ejemplo. Para ver que 
elegir ,J n = [— n, n] x 

y EneN £ /2 n = e - 


tiene medida cero en 

£ £ 


l 2n ■ 2 n+1 ’ 2n • 2 n+1 \ 


2 , para cada e > 0, bast a 
. De este nrodo, m(J n ) = e/2 n 


5.2.3. Propiedades. 

■ Si A tiene contenido nulo, entonces tiene medida nula. 

■ Si A tiene medida nula y B C A, entonces B tiene medida nula. 

■ Si {^4m.} me N tienen medida nula en M n , entonces U me j^A m tiene me- 
dida nula en R n . 

[Por ejemplo, la sucesion {£m} me N, con x m G R n , tiene medida nula.] 

En efecto, existe para cada i G N un recubrimiento {Bn, B, 2 , . . . } de A./ 
tal que c ( 5 b) < £ / 2 *- Entonces {Bn, Bn, ..., B m i, B m2 , . . . } 

recubre a U mgN A m y 

J2 J2 c(B ^ < e - 

ieNjeN 

■ Todo subconjunto de R m tiene n-medida cero si m < n. 
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5.2.4. Proposicion. 

Si A C R n es acotado, f : A — > ffi. es acotada e integrable, f(x) = 0 \/x G 
A \ F, donde F es un conjunto de contenido cero, entonces f A f = 0. 

Demostracion. Como / es acotada, existe M > 0 tal que |/(.x)| < M, Mx G 
A Por otra parte, corno F tiene contenido cero, dado e > 0, F C |j J= i Rj> 

con X/yli m{Rj) < s/M. 

Llamamos i? a un ?r-rectangulo que contiene a Ay extendemos / a i? de la 
rnanera usual. Sea P una partition de R tal que Rj G P, Vj. Entonces, 

-e<L(f,P)<U(f,P)<e, 


con lo que J A f = 0. □ 

5.2.5. Teorema de Lebesgue. 

Sea Act" un conjunto acotado y f : A — » K. acotada. Si Ac/, donde I 
es un n-intervalo, entonces f es integrable en A si y solo si el conjunto de 
discontinuidades de f en I tiene medida nula. 

Demostracion. Definimos la oscilacion de una funcion / en un punto xq G I 
corno 


w(/,x 0 ) = Inn sup{|/(x) - f(y) \ : x,y G B(x 0 ,h) Hi}. 

/i— >o+ 

Antes de proceder a la demostracion vearnos un par de resultados previos. 


Lema 1. u(f, xq) = 0 / es continua en xq. 

Para probarlo, basta observar que / es continua en xq si y solo si Me > 0 ex- 
iste B(x o, h) tal que sup{|/(x') — f{x o)| : x G B(x o, h)} < e lo cual equivale 
a su vez a que u>(f, xq) = 0. 


Lema 2. El conjunto D r = {x G / : w(f,x) > 1/r} es compacto. 

En primer lugar, D r es acotado por estar contenido en el n-intervalo I. Para 
ver que es cerrado, sea y un punto de acumulacion de D r y supongamos que 
y 0 D r . As! pues, Lu(f,y) < 1/r y, por definicion de oscilacion, existe una 
bola B(y, h) tal que 


sup{|/(«) - f(v) | : u,v G B(y,h) fi 1} < 1/r. 



Por tanto, B(y,h) n D r = 0, lo que contradice el hecho de ser punto de 
acumulacion. 


Vayamos ahora con la demostracion del teorema. Supongamos en primer 
lugar que el conjunto D de discontinuidades de / en I tiene rnedida cero. 
Como D = U rg f^Z? r , tambien cada D r tiene rnedida cero. A1 ser compacto, 
solo un nurnero finito de n-intervalos recubren a D r . Tenemos asf que 

N N 

D r C Ji, Ym{Ji) < 1 / r ■ 

i = 1 i — 1 

Consideremos ahora una particion de / suficientemente fina para que este for- 
rnada por C\ U Cb- donde C\ este formado por las n-celdas contenidas en 
algun Ji y C 2 por las n-celdas disjuntas con D r . 

De este rnodo, si J £ C 2 , Lo(f,x) < 1/r, Vx £ J. Por tanto, existe h > 0 
tal que M h (f ) - m h (f ) < 1/r, donde M h (f ) = sup {f(y) : y £ B(x,h)} y 
rrih{f) = inf {f(y) : y £ B(x , h)}. Como J es compacto, una coleccion finita 
de {B(x, h) : x £ J}, digamos {U \, . . . , U m }, recubre a J. 

Dividimos J en celdas de rnodo que cada una de ellas este en alguno de 
{Ci, . . . , Um}. La particion resultante verifica 

u(f, p) - L(f , p ) < ( E + E 

\ JeCi JeC 2 / 

< E • m(J) + m(I)/r < 2I\/r + m(I)/r < e 
JeCi 

(donde hernos supuesto que |/(x)| < K, \/x £ I). 

Probemos ahora el recfproco, para lo cual supongamos que / es integrable. 
Escribimos nuevamente D = U rg pjD r , con D r = {x £ I : lo(/,x) > 1/r}. 
Por hipotesis, existe una particion P de / tal que 

U(f,P) - L{f,P) = E( A W) - mj{f)) • m(J) < e. 

JeP 

Hacemos D r = J\ U J 2 , con J\ = {x £ D r : a; £ fr J, para algun J £ P} y 
J 2 = {x £ D r : x £ P| J, para algun J £ P}. Es claro que Ji tiene rnedida 
nula. 

Sea C el conjunto de las celdas de P que tienen un elemento de D r en su 
interior. Si J £ C, entonces Mj(f) — mj(f) > 1/r y 

- E < e. 

1 J£C J£C JeP 

□ 
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5.2.6. Consecuencias del teorema de Lebesgue. 

■ Un conjunto acotado A tiene contenido (segun Jordan), es decir la 
funcion constante 1 es integrable si y solo si la frontera de A tiene 
medida nula. 

■ Sea A C M n un conjunto acotado que tiene contenido y / : A — > K. 
una funcion acotada con una cantidad finita o numerable de puntos 
de discontinuidad. Entonces / es integrable. 

Teorema. a) Si A C R n es acotado y tiene medida nula y f : A — > R. es 
integrable, entonces f A f = 0. 

b) Si f : A — > R. es integrable, /(x) > 0, \/x y f A f = 0, entonces el conjunto 
{x G A : /(x) / 0} tiene medida nula. 

Demostracion. a) Supongamos que A es un conjunto de medida nula y sea 
S un n-intervalo que contiene a A. Extendemos / a S haciendo f(x) = 0, si 
x <E S\ A. 

Sean P = {>Sj , S 2 , ■ ■ ■ , Sn} ana particion de S y M una constante tales que 
|/(x)| < M, Vx G A. Entonces 

N N 

L if,P) = ■ m(Si ) < M ■ ^ ^mi(xA ) • m(Si). 

i= 1 i=l 

Si rriiixA) / 0 para algun i, entonces Si C A lo que es absurdo pues m(A) = 
0 pero m(Si ) / 0. 

En definitiva, L(f, P) < 0. 

Analoganrente, 

N N 

u u, p) = E M *(/) • = - E p ) ^ °- 

i=l i= 1 

Como / es integrable y L(f , P) < 0 <U(f, P), entonces f A f = 0. 

b) Sea A r = {x € A : /(x) > 1/r} y vearnos que tiene contenido nulo. 

Sea S un rectangulo que contiene a A y P una particion de S tal que 
U(f, P ) < e/r (/ se extiende a S de la forma usual). Si {Sj, . . . , Sk} C P 
tienen interseccion no nula con A r , 

k k 

£«•(«<)<£ r • Mi{f) • m(Si) < r ■ U(f,P) < £ 

i=l i=l 

lo que indica que A r tiene contenido nulo. 

Como A = U rg pjA r , A tiene medida nula. □ 
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Ejemplos. 

1) f(x) = sen(l/x) es integrable en [—1, 1], 
x 2 + sen(l/y) si y / 0 


2) f(x,y ) = 


si y = 0 


es integrable en B{ 0, 1). 


5.3. Propiedades de la integral. 

Sean A, B C M n acotados, /, g : A — ■> K. integrables, k £ R. 

i) / + g es integrable y j A (f + g) = f A f + f A g. 

ii) kf es integrable y f A (kf) = k J A f. 

iii) I/I es integrable y | J A f\ < f A |/|. 

iv) Si / < g, entonces f A f <f A fj- 

v) Si A tiene contenido y |/| < M, entonces \J A f\ < M • c(A). 

vi) Si / es continua, A tiene contenido y es conrpacto y conexo, entonces 

existe xq G A tal que j A f = /(.To) • c(A). 

vii) Sea f : Au B — Si An B tiene nredida nula y f\AnB, f\A, f\ B son 
integrables, entonces / es integrable en AUB y Iaub / = Ja f + f B /• 

5.3.1. Teorema del valor medio. 

Sea K C K n un dominio de Jordan compacto y conexo y sea f : K —> R. 
una funcion continua. Si g : K —> R es acotada, g(x) > 0, Vt G K y es 
continua excepto en un conjunto de contenido cero, entonces existe z € K 
tal que 

[ f'9 = f{z ) [ 9- 
Jk Ji< 


Demostracion. Sean u,v G K tales que f(u) < /( x) < f(v), Vt G K. Como 
g es no negativa, 

f(u) ■ g{ x) < /( x) ■ g( x) < f(v) ■ g{ x), Vt G K, 


de donde 


Si Ik 9 = 
z G K. 


/(«) [ 9 < [ f-9< f( v ) [ 9- 
Jk Ji< Jk 

0, entonces j K f ■ g = 0 y el teorema es cierto para cualquier 
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Si Ik g > 0, entonces 


f(u) < < f(v). 

Jk 9 

Por el teorema del valor intermedio para fun clones continuas, existe z € K 
tal que f(z ) = '^ A r — — — . 

Jk9 


□ 


5.4. Integrates impropias. 

Sea / : d C K n -> R acotada y no negativa, con A no acotado. Extendemos 
/ a todo R n de la rnanera usual. Decimos que / es integrable en A cuando 
/ es integrable en todo n-intervalo [—a, a]” y existe lim^oo J_ a /. 

Nota. A1 ser / no negativa, podemos expandir la region de integracion 
simetricanrente. Por ejemplo, la funcion f(x) = x carnbia de signo y resulta 
que JJ a xdx = 0 con lo que JJJ / = 0 pero J 0 ^ / y J 0 °° / no existen. 

5.4.1. Teorema. 

>Si / > 0, esta acotada y es integrable en cada [—a, a] n , entonces f es inte- 
grable si y solo si dada cualquier sucesion {-BfcjfceN de conjuntos acotados 
con contenido tales que B k C B^+i y existe k tal que C C B para todo 
n-cubo C, entonces existe llm^oo f B f. 


5.4.2. Definicion. 


a) Sea / > 0 no acotada definida endc K n no acotado. Para cada M > 0, 
se define 


Im(x) 


f(x) si f(x) < M 

0 si f(x) > M 


Si existe J' 4 J'm ■< decimos que / es integrable en A. 

b) Si / : A — > R es arbitraria, sean 


f(x) si f(x) > 0 ,_/v = f-/(®) si f(x) < 0 

0 si f(x) < 0 ’ |0 si f(x) > 0 


Asf, / = f + — f y / es integrable en A si lo son f + y / y definimos 

L/ = /x/ + -L/‘ 
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Como |/| = f + + /“, si / es integrable, tambien lo es |/| y J A \ f\ = f A f + + 

f A f~ ^ \hf\- 

Retiprocanrente, si |/| es integrable y / es integrable en cada cubo, entonces 
/ es integrable. 


5.5. Teorema de Fubini. 


Una herranrienta fundamental para abordar el problema del calculo de inte- 
grales multiples se obtiene a partir del teorema de Fubini. Verenros que, en 
situaciones favorables, el calculo de una integral n-dinrensional se reduce al 
calculo de n integrales simples, llanradas integrates iteradas. 

A lo largo de esta section, represent arernos todo punto de R n conro un 
par ( x,y ), donde x £ R fc , y £ R n-fc . Analoganrente, todo n-intervalo lo 
escribirenros conro I = I\ X I 2 , con 1 1 C R fc , 1-2 C R n ~ k . 


5.5.1. Teorema. 


Sean Id" un n-intervalo y f : I — ► R una funcion acotada e integrable en 

I. 


a) Supongamos que, para cada xG.Ii, la funcion f x (y ) = f(x,y) es inte- 
grable en I 2 • Si llamamos g(x) = fj f x (y)dy, entonces g es integrable en I\ 


y 


f= g{x)dx 
Jh 



f(x,y)dy 


dx. 


b) Si, para cada y £ I 2 , la funcion f y (x) = f(x,y) es integrable en I\, 
entonces g(y) = fj f y (x)dx es integrable en I 2 y 


[ f = [ 9(y)dy = [ 
Jl Jl 2 JI 2 


f(x,y)dx 


dy. 


Demostracion. Por sinrplicidad en la notation, haremos la denrostracion del 
apartado a) para el caso n = 2 (el apartado b) es conrpletamente analogo). 
Si llamamos I = [a, b] x [c, d \ , conro / es acotada en /, entonces g es acotada 
en [a,b\. Adenras, 

b(*)| < [ I f{x,y)\dy<(d-c)- sup \f(x,y)\. 

J c (x,y)£l 
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Por ser / integrable, dado e > 0, existe una particion P = {Rij, 1 < i < 
m, 1 < j < n} de I, con Rjj = [x t -i,x t ] x [yj-i,yj], tal que U(f,P) - 
L(f,P)<£. 

Si llamamos 


Mij = sup f(x, y) 
C x,y)eRij 

Ni = sup g(x) 

xe[xi_i ,xi\ 


= mf f(x,y), 
( x,y)eRij 

m= inf g(x), 

xe[xi-i,xi\ 


entonces, fijado x G [xj_i,Xj]: 

rvj 

m ij • (■ yj - yj-i) < / f(x, y)dy < ■ (yj - i). 

J Vj - 1 


Sumando para todos los valores de j, 


n 


22 m P ' (%' 

3 = 1 


yj- 1 ) < g(x) < 22 ’ (%' ~ yj-i)- 

i=i 


Por tanto, 


22 m ^ ■ ( yj - 2/j-i) < n t < N, <y^ Mij • ( yj - yj-i). 
3 = 1 i =1 


Multiplicamos miembro a miembro por (xj — Xj_i) y sumamos sobre i: 


m n 

22 22 m P ’ _ x i-i)(vj - yj- i ) < 

*=i i=i 

< 


m m 

22 ni ■ _ < X ] Mi ■ - x *-i) 

2=1 2=1 

m n 

22 22 M b ■ - %-i)- 

i=l j=l 


Esto quiere decir que 


L(f,P) < L(g,P x ) < U (g, P x ) < U(f,P). 

Deducimos as! que U(g, P x ) — L(g, P x ) < e, es decir g es integrable en [a, b\. 
Adernas, 


[ f = sup L(f,P) < [ g(x)dx < inf U(f,P) = [ f, 
Jl Ja Jl 

lo que demuestra el teorema. 


□ 
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Corolario 1. Si f : I — > R. es continue, entonces 


f = 


h \JI 2 


f{x,y)dy dx = 


h \Jh 


f(x,y)dx dy. 


Corolario 2. Sean fi,f-2 : [a, b] — > R. continual, con fi(x) < /2(x), Vx G 
[a,b], D = {( x,y ) G R 2 : a < x < b, fi(x) < y < .f-iix)} y f : D -> K 
continu a. Entonces 



f(x,y)dy 


dx. 


Demostracion. Extendemos / a / = [a, 6] x [c, d], donde c < f\ (x) < f‘2(x) < 
d, definiendo f(x, y) = 0 si (x, y) E I \ D. De este modo, el conjunto de 
discontinuidades de / esta formado por los puntos (x,f\(x)) y (x,f- 2 (x)) 
(x G [a, 6]), que tiene medida nula. Lo mismo ocurre con las funciones f x y 
f y , por lo que todas son integrables. Basta por tanto aplicar el teorema de 
Fubini para obtener el resultado. □ 


Observaciones. 


(1) Un resultado analogo se obtiene para regiones de la forma D = {(x, y) G 
'■ 9 i{y) < x < g2{y),c < y < d}, con g\,g 2 ■ [c,d] — >■ K continuas, tales 
que gi(y) < g2{y), Vy G [c, d]. En este caso, la integral se calcula conro 



dy. 


En algunos casos, la region de integration se puede escribir de dos formas 
diferentes, por ejemplo: 

D = {(x,y) G I 2 : a < x < b, /i(x) < y < / 2 (x)} 

= {(x, y) G M 2 : gi(y) < x < g 2 (y),c < y < d}. 

Entonces se puede calcular la integral doble de una funcion continua en D 
de dos formas diferentes. En la practica ha de elegirse la que sinrplifique los 
calculos. 


(2) Si / : [a, b] x [c, d] — > R es discontinua en un segmento {(x, y) : a < x < 
b,y = yo}, entonces f yo {x)dx no existe; sin embargo, existe la integral 
doble fa fc f( x iy)dxdy. 

Esto sugiere que se extienda el teorema de Fubini para tener en cuenta las 
integrales superior e inferior. 
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5.5.2. Teorema. 


Sea f acotada en I = [a, b] x [c, d\. Entonces 


' — od 


i) J f < J (/ fx(y)dyjdx< J yjfx(y)dyjdx< j j. 

ii) J f< f (^f f x (y)dy S j dx < J {j" f x {y)d^j dx < J j. 

in) j f<J d (^J f y (x)dx^j dy < J f y (x)dx^j dy < j j. 

iv) J f< f f y (x)<tej dy < J (^J b f y (x)dx^j dy < J f. 

v) Si existe f I /, entonces las desigualdades anteriores son igualdades. 

Ejercicios. 


(1) Sea / : [0, 1] x [0, 1] — > K. definida por f(x, y) = 


1 


si x G 


2 y si x 0 Q. 


Probar: 


a) Existe /j| f(x, y)dy para todo t G [0, 1] y 

(/o /(*> y) d y) dx = Jo (fo f( x > y) d y) dx = l - 
Deducir que existe f(x. y)dy^j dx. 

b) Existe f* ( flf(x, y)dx^j dy. 

c) La funcion / no es integrable en el cuadrado [0, 1] x [0,1]- 

(2) Sea A = {(i/p,j/p) G R 2 : p es prirno, 1 < i,j < p — 1}. Es facil 
probar que cada recta horizontal o vertical corta a A corno maxirno en 
un nurnero finito de puntos. Sin embargo, A no tiene contenido cero 
porque es denso en Q = [0, 1] x [0, 1]. De hecho A es un conjunto sin 
contenido (su frontera no tiene contenido cero) . 


1 si (x, y) G A 


entonces / 


Si definimos / : Q — > K. por f(x, y) = 

I 0 si x G Q \ A, 
no es integrable en Q (la integral inferior vale cero y la integral superior 
vale 1). Sin embargo, existen (/„ f(x, y)dy^j dx = f* f(x, y)dx^j dy , 
pues f x y f y tienen un nurnero finito de discontinuidades. 

(3) Sea / : Q = [0, 1] x [0, 1] — > ffi. la funcion definida por 
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f(x,y ) = 


0 si x 6 y son irracionales 

1/n si y es racional, x = m/n con my n primos entre si y n > 0. 
Entonces f Q f = Jq (fg f(x, y)dx"j dy = 0 pero f ( ' f(x, y)dy no existe 


si x es racional. 


ra f i‘(a 2 —x 2 ) 1 / 2 N 

(4) Calcular / dx I / (a 2 — y 2 ) 1 ^ 2 dy 

Jo V Jo i 


( 5 ) 


/ 2 / Anx \ 

dx yj ( x — 1) -\/ 1 + e 2 y dyj . 


PROBLEMA 5.1 


Calcular f en los signientes casos: 


R 


(a) f(x,y ) = -j— p i? = [3,4] x [1,2]. 

2 

(b) f(x,y ) = x ^ 2 , R = [0, 1] x [0, 1]. 

(c) f(x,y) =ye xy , R = [0,1] x [0,1]. 

(d) f(x,y) = |cos(x + y)|, R= [0, vr] x [0, 7r] . 


Solucion 


(a) Como la funcion es simetrica respecto a sus variables, es indiferente el 
orden de las integrates iteradas. Podemos poner entonces: 


[ [ f(x, y) dxdy = [ dx [ - — 2 dy=[ 

JJr Jo J 1 (■ x + y) 2 .y 3 \x + y 


-1 


-1 1 

+ 


x + 2 x + 1 


dx = In 


\x + 1] 


x + 2 


dx 


= ln— . 
24 


(b) En este caso las variables se pueden separar, de rnodo que la integral 
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se convierte en producto de integrales simples: 




-I 


f(x, y) dxdy = x 2 dx — — 

R Jo Jo 1 + V 

x ,i i 

aP ' 

3 


dy 


arc tg y 


o 


o 


7 r 

12 ' 


(c) Las integrales son inmediatas si integramos en primer lugar respecto a 
la variable x: 

f(x, y) dxdy = [ dy [ ye xy dx = [ (e xy ) dy 


R 


1 0 JO 

r 1 


(e y -l )dy = ( e y - y) 


= e - 2. 


(d) Para poder integrar la funcion valor absoluto, debemos dividir la region 
de integration corno se indica en la figura. 



Si (x,y) € AUD, entonces cos(x + y) > 0 y, si (x,y) E BUC, entonces 
cos(x + y) < 0. Resulta entonces: 


/*7r/2 rn/2—x /' 7r 

/ = / dx cos(x + y) dy — dx cos(x + y) dy 

R Jo Jo Jo Jn/2-x 

/*7r n 3n/2—x 

— dx 

Jn/2 JO Jtt/2 J3n;/2—x 

/*7r/2 /‘ 7r /2 

= / (sen(7r/2) — senx) dx — / (sen(x + 7r) — sen(-7r/2)) dx 

Jo Jo 


r67T / z — x /*7T /*7 r 

: / cos(x + y)dy+ dx cos(x + y) dy 

Jo Jn/2 J 3n/2—x 


(sen(37r/2) — sens) dx + / (sen(x + it) — sen(37r/2)) dx 
t/2 Jn/2 


7r/2 

(2x + cos x + cos(x + 7r)) + (2x — cos x — cos(x + 7 r)) 


r/2 


= 2tt. 
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PROBLEMA 5.3 

Sea f(x,y) = e sen ( x+?/ ) -y D = [— 7r,7r] x [ — 7r, 7r] . Probar qne 

1-2^ ff D f( x >y) dxd y Re- 


solution 

Calculamos en primer lugar los maximos y mmimos de la funcion 

fix, y) = e sen ^ +J/ ) 

en el cuadrado D = [— 7r,7r] x [— tt, 7t] . 

Para ello resolvemos el sistema 


df 


'J 


cos(x + y) ■ e sen{x+y) = 0 
cos(a: + y) ■ e sen{x+y) = 0 


cos (x + y) = 0 => x + y 


(2 k + 1)7T 
2 


Los unicos puntos estacionarios de la funcion en el cuadrado D son los 
correspondientes a las rectas x + y = n/2 y x + y = 3 tt/2. Como los valores 
de la funcion en dichos puntos son e y 1/e, respectivamente, deducimos 
que 


max{/(x, y) : (x,y) G D} = e, nun {f(x,y) : (x,y) G D} 
De la desigualdad 1/e < f{x,y) < e, concluimos que 



< 


< 



f(x,y)dxdy< Jj edxdy 
fix, y) dxdy < Aeir 2 . 


1/e. 


PROBLEMA 5.4 


Hallar I 


r*l r 2 

dx / i /| I 

-l Jo 


x 2 \ dy. 
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Solucion 


Dividamos el cuadrado [—1, 1] x [0, 2] en dos regiones (ver figura) separadas 
por la parabola y = x 2 . 



La integral buscada se descompone as! en: 

/ I rx 2 r 1 r2 

dx / \/x 2 - ydy + dx \jy — x 2 dy = I\ + I 2 . 

-l Jo J - 1 Jx 2 

Calculamos por separado arnbas integrales: 

* - 

rh = to- 


dx = 


2x 3 


dx = 0. 


-l 


'-1 


3/2 


2 /*7r/4 

= (sustitucion x = \/2cos t) = - / (1 — cos2t) dt = 

3 J —ix / 4 

7T - 2 

El valor de la integral es entonces I = 


TT — 2 

3 


PROBLEM A 5.5 

Calendar el rolumen del solido limitado por la funcion z = cos (x—y) 
p el piano z = 0, encerrada en el cuadrado [0, 7r] x [0 , 7r] . 


Solucion 
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En la figura se muestra la grafica de la funcion donde observamos que toma 
valores positivos y negativos. 



Por tanto, debemos descomponemos el cuadrado S en las regiones A, B, C 
y D , como se ilustra en la figura adjunta, y calcular la integral corno suma 
de integrales en cada una de dichas regiones. 



Asf pues: 
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V = 


cos(x — y) | dxdy 


s 


— cos(x — y) dxdy + cos(x — y) dxdy 
A J JB 

+ j j cos(x — y) dxdy — J J cos(x — y) dxdy 

/'7r/2 /*7T /* 7r /2 fX-\- 7r/2 

/ dx cos(x — y) dy + / dx / cos(a: — y) dy 

I o Jx+tt /2 Jo Jo 

f*X—7r/2 


/*7T /»7T /*7T rX — 'K/Z 

+ / dx cos(x — y) dy — dx cos(x — y) dy 

Jtt/2 Jx—tt/2 Jtt/2 JO 

/*7r/2 /‘ 7r /2 

/ (sen(a: — 7r) — sen(— 7r/2)) dx — / (sen(— 7r/2) — senx) dx 

Jo Jo 


(sen(x — 7r) — sen(7r/2)) dx + / (sen(7r/2) — senx) dx = 27r. 

t/2 J7T/2 
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2. INTEGRALES DOBLES SOBRE REGIONES GENERALES. 


En este curso se estudian las funciones / : M n — > M m , es decir, funciones 
definidas sobre el espacio euclldeo de dimension n 

M n = {(xi, . . . , x n ) : Xi G M, 1 < * < n}, 

y con imagen en el espacio analogo de dimension m, K m . 


PROBLEMA 5.6 


En la integral doble 


f(x,y)dxdy, colocar los Ixmites de inte- 


J JD 

gracion en ambos ordenes, para los siguientes recintos: 

i) trapecio de vertices (0,0), (1,0), (1,2) y (0,1). 

ii) segmento parabolico y = x 2 , y = 1. 

iii) circulo x 2 + y 2 < 1 . 

iv) circulo x 2 + y 2 <y. 


Solucion 


Si dibujamos las graficas y despejamos cada una de las variables con respecto 
a la otra, tenemos: 

pi px -\- 1 pi pi p2 pi 

i) I = / dx I f(x, y)dy= dy f(x, y)dx+ dy f(x, y) dx. 
Jo Jo Jo Jo J 1 Jy- 1 

/ i /*! /-i r\fy 

dx / f(x, y) dy = / dy f(x, y) dx. 

-1 Jx 2 JO J-Jy 


/ I pV l—x 2 

dx / 

-l J-VT 


f 1/2 /-(1+Vl— 4a: 2 )/2 

iv) / = / dx I 

J- 1/2 J (1 — \/l— 4a; 2 )/2 


/•i rV 1 ~y 2 

f(x,y)dy= dy f(x,y)dx. 

J - 1 

r i r\/y-y 2 

f(x,y)dy= dy f(x,y)dx. 

Jo J-^y-y 2 
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PROBLEMA 5.7 


Cambiar el orden de mtegracion eu las integrales siguientes : 


a) / dx 


r V25-x 


/ 0 J4x/3 

r 2 r 2-x 


f(x,y) dy. 


b ) / dx I 2 f(x,y)dy. 


'-6 1 


*yj c lx—i 


f(x, y) dy. 


c) / dx 

Jl J 2-x 

/ e rhix 

dx J f(x,y)dy. 

r2 a r\r2ax 

e) / dx / f(x,y)dy, a> 0. 

J 0 J y/2ax—x 2 

I) [ dx [ f(x,y)dy+ [ dx [ f{x,y)dy. 
Jl Jx j 2 Jx 


Solucion 


a) La region de integracion, indicada en la figura, es la que verifica el sis- 
tema 

0 < x < 3, 4x/3 < y < \j2h — x 1 . 



Como el punto (3, 4) es la intersection entre la circunferencia y la recta, la 
nueva integral se escribira corno 


25 


■3 


V25-X 2 


4 


I dx I f(x, y)dy = I dy [ f(x, y) dx+ 

1 0 J Ax/3 Jo Jo 


ftof 


V^5=i 


f(x, y) dx. 


b) Se trata de la region comprendida entre la parabola y = x 2 / 4 — lyla 
recta y = 2 — x. 



A1 invertir el orden de integration, la integral se descompone asi: 


I = 



r^VWJ 

'~2Vy+l 


r 8 r^-y 

f(x,y)dx+ dy f(x,y)dx. 

Jo J- 2 Vv+T 


c) La region de integracion es el segmento de circunferencia (x — l) 2 + y 2 = 1 
limitado por la recta x + y = 2. La integral se puede escribir como: 


rl rl+y/\-y 2 

I = dy f(x,y)dx. 

Jo J2-y 


d) Para invertir el orden de integracion, basta despejar x en la ecuacion 
y = In x. Tenemos asi: 


I = 




f(x, y) dx. 


e) Si observamos la region de integracion, al cambiar el orden de integracion 
debemos descomponer la integral en tres sumandos: 
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na ra—yj a 2 — y 2 na /*2 a r2a /*2 a 

I = dy fdx+ / fdx+ / dy fdx. 

JO Jy 2 /2a Jo J a-\-yJ a 2 —y 2 Ja J y 2 /2a 


f) La suma de las dos integrales dadas origina la region dada por la figu- 
ra. 



A1 cambiar el orden de integration, queda sencillamente: 


I = 



f(x, y) dx. 
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Solucion 


(a) Basta resolver directamente las integrales iteradas para obtener: 






(b) Calculamos primero la integral respecto a la variable y: 



Ahora descomponemos la integral simple en surna de dos integrales para 
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sustituir el valor absoluto: 



(c) Integramos primero respecto a y para lo cual hacemos el cambio de 
variable sent = y/yj 1 — x 2 . De este rnodo: 



(d) El dominio de integration es la region ilustrada en la figura. 



Integramos primero respecto a y y despues descomponemos el intervalo 
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[— 1, 1] en dos subintervalos para calcular la integral respecto a x: 


I 


i: 

r: 


•Jb o 2 

y + x y + xy 


dy 


\y\ 


^ + y + y 2 - Jy- - y 3 - \y\ • y 2 ) dy 


l 


y 


2 + y + y+ Yi dy + 


'0 


i 


7 y 3 


3 + y + y ~ T" 


2 S 4 

y r it r; 

3 + 2 + 3 + 12 


-i 


. y y y 7y 

1 3 + 2 + 3 12 


dy 

2 

“ 3' 


(e) La region de integration es la que se ilustra en la figura adjunta. 



Intercambiando el orden de integration se obtiene 


x 3 e x2 ) dx 

e 4 _ 5 
~2 ~ 2' 



(Aplicar el rnetodo de integration por partes en la segunda integral.) 
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PROBLEMA 5.9 


Calcular JJ f(x,y)dxdy eu los siguientes casos: 

i) f(x,y) = xy 2 , D el recinto limitado por y 2 = 2 px y x = p/2 (p > 0). 

xx ) f(x, y) = x 2 + y 2 , D el paralelogramo limitado por y = x, y = x + a, 
y = a, y = 3a. 

iii) f(x,y) = x + y, D esta limitado por y 2 = 2x, x + y = 4, x + y = 12. 


Solucion 


i) Escribimos la integral doble en forma de integrales iteradas y resulta: 


I = 


/ o 


■p/2 ry/2px 

dx / 

J — y/2px 


2 j [ p/2 y 3 
xy dy = / x-— 

JO a -v 2 ?* 


1 f p / 2 , n 5 

dx=- 2x(2px) 3 / 2 dx = — . 
3 ,/n 21 


ii) Si observanros el paralelogramo de la figura, observamos que es mas con- 
veniente realizar prinrero la integral respecto a x. 



Asr, 


f 3a ry r3a 3 N 

I= dy {x 2 + y 2 )dx= (— + y 2 x) 

Ja Jy—a J a ' ^ ' 

iii) Teniendo en cuenta la forma de la region de integracion, si integramos 
primero respecto a y, la integral se desconrpone en dos sunrandos. 
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Otra posibilidad serfa restar la integral sobre la region comprendida entre 
la parabola y la recta x + y = 12 y la integral sobre la region comprendida 
entre la parabola y la recta x + y = 4. 


PROBLEMA 5.10 


Calcnlar 


i) f(x,y) = 
id) f(x, y) 
iii) f(x,y) 
™) f(x,y) 


I f(x,y)dxdy en los siguientes casos: 

y, D = {(x,y : 0 < 2x/ it < y < sen x}. 

= x 2 + y 2 , D reciuto limitado por y = x 2 , x = 2, y = 1. 

= x 2 y, D es el primer cuadrante del cxrcnlo x 2 + y 2 < 4. 
= y, D = {(x, y) : y > 0, x 2 + y 2 < a 2 , y 2 > 2 ax, x > 0}. 


Solucion 


i) Los puntos de intersection de las curvas y = senx, y = 2x/7t son (0,0) y 
(tt/2,1). 
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La integral se calcula entonces de forma directa: 


/ = 





sen 2 x — ( 2x/ir ) 2 
2 


dx 


7T 

24' 


ii) La figura adjunta muestra la region dada. 



Para calcular la integral podemos seguir dos metodos: 
1) Integrando corno region de tipo 1. 


I 


I dx J {x 2 + y 2 )dy 


(x 2 y + y 3 / 3) 


dx = / (x 4 + x b /3 — x 2 — 1/3) dx 
lJi 


1006 
105 ' 


2) Integrando como region de tipo 2. 
<•4 r2 


I = 


dy (x 2 + y 2 ) dx 

'1 Jy/V 


(x 3 /3 + xy 2 


Vy 


dy=J i (8/3 + 2y> - y^/3 - y >*) dy = 


iii) A partir de la figura adjunta obtenemos los limites de integration. 
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2 


De este modo, la integral se expresa corno: 


I 



1 

2 


xV/2 


\J A—x 1 


dx 
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iv) La intersection de x 2 + y 2 = a 2 con y 2 = 2 ax da x = a(\/2 — 1), y el 
recinto S' es el indicado en la figura. 



Teniendo en cuenta la figura, la integral se escribe como 


I = 


ra(V 2 — 1 ) 


dx 


r\/a 2 —i 
/ \J1ax 


1 r a(V2- 1) 3 

ydy = ~ / (a 2 — x 2 — 2ax) dx = — (4\/2— 5). 
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PROBLEMA 5.11 


Si llamamos A = 
I = 2A + e~ 1 - 1. 


Solution 


La region de integration es el triangulo de la figura. 




Intercambiando el orden de integration en I, tenemos: 

I = 2 f dy f e~ y dx = 2 f ( e~ y x) | * dy 

Jo Jy Jo V 

= 2 f (e~ y — ye~ v ) dy = 2 f e~ y dy + f —2 ye~ y dy 

Jo Jo Jo 

= 2A + e- y2 \l = 2A + e~ 1 -e°. 


PROBLEMA 5.12 


Probar que 2 



f{x)f(y) dy 


f(x) dx 


2 
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Solucion 



Descomponiendo el cuadrado en dos triangulos como indica la figura, resul- 
ta: 


I = 


[[ f{x)f{y)dxdy+ [[ f(x)f(y) dxdy 
JJsi JJs 2 


dx / f{x)f{y)dy+ dy f(x)f{y)dx = 2 dx f{x)f{y)dy, 
J x J a J y J a J x 


pues en el segundo sumando se pueden intercambiar las letras x e y. 


PROBLEMA 5.13 

Hollar el area limitada por el lazo de y 1 = x 2 (2 — x). 


Solucion 
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Observando la figura se obtiene directamente: 


r2 rXy/2—x r2 

A = 2 dx dy = 2 xy/2 — xdx = (sustitucion 2 — x = z 2 ) 

Jo Jo Jo 

- —4 f° (2z 2 — z 4 )dz = ■ 

JV2 15 


PROBLEMA 5.14 

Hallar el 'uolumeu de la region limitada por los pianos z = x + y, 
z = 6, x = 0, y = 0, z = 0. 


Solucion 


La region dada es el tetraedro de la figura. 

z 


Y 
x 
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Si observamos que, cuando x varfa entre 0 y 6, y varia entre 0 y z — x, con 
z = 6, el volumen buscado es: 


V= f dx 

Jo 


r6—x 


[6 ~(x+y)]dy = / ( 6-x)y- ! 


\6—x 


dx = 


(6-x) 2 


dx = 36. 


PROBLEMA 5.15 

Hallar el nolumen del solido limitado por el paraboloide x 2 +4 y 2 = z, 
el piano z = 0 p los cilbulros y 2 = x, x 2 = y. 


Solucion 


La proyeccion de la figura sobre el piano z = 0 es la region limitada por las 
parabolas y 2 = x, x 2 = y. Asi pues, cuando x varfa entre 0 y 1, y varfa entre 
x 2 y s/x. 



El volumen queda ahora 

V = [ dx [ (x 2 + Ay 2 ) dy = f (x 5 ^ 2 + ^x 3 ^ 2 — x 4 — ^-x 6 )dx = 

Jo Jx 2 J o 3 3 7 
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PROBLEMA 5.16 


Hollar el uolumen de la porclon del cilindro 4 x 2 + y 2 = a 2 compren- 
dlda entre los pianos z = 0 y z = my. 


Solucion 

En primer lugar, observamos que el solido es simetrico respecto a la recta y = 
z = 0. Por otra parte, la base del solido es la elipse 4x 2 + y 2 = a 2 , de modo 
que, cuando x varfa entre —a/2 y a/2, y varfa entre 0 y V a 2 — Ax 2 . 


z 


Y 


Teniendo en cuenta lo anterior, el volumen queda: 

/■a/2 r\/a 2 - 4x 2 i-a/2 2 ma 3 

V = 2 dx my dy = m (a 2 — 4x 2 ) dx = — - — 

d-a/2 40 J —a/2 3 



39 


3. CAMBIO DE VARIABLES EN LA INTEGRAL DOBLE. 


En este apartado vamos a generalizar la formula 

['9(b) rb 

/ f(x) dx= f(g(t)) ■ g'(t)dt 

J g(a) Ja 

al caso de funciones de n variables. Como la region de integration ya no 
sera un simple intervalo, necesitamos estudiar corno se transforman regiones 
en R n mediante cambios de variable. 

En primer lugar, observaremos que las imagenes de conjuntos con contenido 
bajo funciones de clase tienen tarnano comparable a los de los conjuntos 
originales. 


Lema 1. Sea H un abierto en R n y ip : H — ► R n una funcion de clase C W 

en fi. Sea A un conjunto acotado, con A C H. Entonces existen un abierto 

acotado Hi, con A C Hi C fli C fi, y una constante M > 0 tales que, si 

p 

A C U P j = \Ij, donde Ij son n-cubos cerrados de Hi con c (Ij) < ol, entonces 

3 = 1 
m 

y(A) C U ™ =1 Jk, donde Jk son n-cubos cerrados y < M ■ a. 

k= l 


Demostracion. Definimos en primer lugar 

. f 1 si H = K n — 

d = < , _ Como A es compacto, o > 

| \ fnf{||a — x\\ : a G A, x 0 H} si H / R n . 

0 . 

Sea ahora Hi = {y 6 JR" : || y — a|| <5, para algun a € A}. Asi, Hi es abierto 
y acotado. Adernas A C Hi y Hi C H. 

Como <p G C^^H) y Hi es compacto, existe Mo = sup{||Z)<^(x)|| : x G 

Hi} < oo. 

Si A C entonces \\p>{x) - ip(y)\\ < M 0 \\x - y\\, \/x,y G Ij. 

Si las aristas de Ij rniden 2rj y x es el centra de Ij , \/y G Ij , ||x — y|| < y/n-rj , 
de donde \\<p(x) — <p(y) || < y/n ■ Mo ■ rj, es decir <p(Ij) esta contenido en un 
n-cubo de lado 2Morj. Por lo tanto, <p(A) C jj Jk, con ^ c(Jk) < M a. □ 

Como consecuencia inmediata tenemos el siguiente resultado. 
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Corolario 1. Sea 17 un a bierto en R n y ip : 17 — ► K n una funcion de clase 
en 17. Sea A un conjunto acotado, con A C 17. Si A tiene contenido 
cero, entonces ip (A) tiene contenido cero. 


Tambien podemos concluir facilmente que la imagen de un conjunto acotado 
de dimension menor a la del espacio tiene contenido cero. 


Corolario 2. Sea 17 un a bierto en M r (r < n ) y : 17 — > K n una funcion 
de clase en 17. Si A es un conjunto acotado, con A C 17, entonces ip(A) 
tiene contenido cero. 

Demostracion. Si llamamos 17o = 17 x IR n_r , entonces !7o es abierto en K n . 
Si defmimos ip : 17o — ► R n por <p{x i, . . . , x n ) = ip(x i, . . . , x r ), entonces ip G 

Sea ahora Aq = 4x{0,...,0}. Entonces Aq C 17o y Aq tiene contenido cero 
en M n . Entonces 'ip(A) = <p{Aq) tiene contenido cero en K n . □ 

Con este resultado sabemos que, si A es un conjunto con contenido y ip G 
CW(S7), con A C 17, entonces (/?(fr(A)) tiene contenido cero. Queremos 
tambien que fr (99(A)) tenga contenido cero y estudiaremos a continuacion 
cuando ocurre. 


Lema 2. Sea 17 un abierto en R n y ip : 17 — ► R n una funcion de clase C W 
en 17. Si A es un conjunto con contenido, A C 17 y ■hp(x) / 0, Vx G 
entonces 99(A) tiene contenido. 

Demostracion. Como A es compacto y ip es continua, entonces <p( A) es 
compacto, con lo que 99(A) es acotado. 

Si probamos que fr <p(A) C <p(fr(A)) y que <^(fr(A)) tiene contenido cero, 
tendremos que fr ip {A) tiene contenido cero, lo que significa que 99(A) tiene 
contenido. 

Por una parte, corno 99 ( A) es compacto, fr(<^(A)) C <p{ A) = 99(f'|(A)Ufr(A)). 
As! pues, si y G fr(<p(A)), existe x G f)(A) U fr(A) tal que y = ip{x). 

Si estuviera x en el interior de A, por hipotesis J v (x) / 0, con lo que 
y = ip(x) serfa un punto interior de <^(fj(A)) y tambien un punto interior 
de 99(A), lo que contradice la suposicion dada. 

Obtenemos as! que fr(y?(A)) C <p(fr(A)). 

Por otra parte, corno A tiene contenido, f'r(A) c 17 es cerrado y tiene con- 
tenido cero, de donde y>(fr(A)) tiene contenido cero. □ 
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Corolario. Sea fl un abierto en R n y <p : 17 — > M n una funcion inyectiva y 
de clase C W en D. Si A tiene contenido, A C fi y J v (x) / 0, Vx G P)(A), 
entonces fr(y>(A)) = <£>(fr(A)). 

Demostracion. Basta probar que y>(fr(A)) C fr(y>(A)). Para ello, sea x G 
fr(A). Existen dos sucesiones (x n ) C A, (y n ) C Q \ A que convergen a x. 
Como ip es continua, las sucesiones (p(x n )) y (<p(y n )) convergen a y?(x). 
Como ip es inyectiva, <p(y n ) 0 p(A), de rnodo que <p{x) G fr(y?(A)). □ 

Transformaciones lineales. 

Veremos a continuation que conjuntos con contenido se transforman me- 
diante aplicaciones lineales en conjuntos con contenido, y dicho contenido 
es un multiplo del original. Adernas este multiplo es el valor absolute del 
determinante de la aplicacion. 


Teorema. Sea L : — ► K n una transformacion lineal. Si A C R n es un 

conjunto con contenido, entonces c(L(A)) = | detL| • c(A). 

Demostracion. Si L es singular, detL = 0 y la imagen R(L) ^ M. n . Esto 
indica que R(L) es la imagen de alguna aplicacion L' : R k — > R n , con k < n. 
Por tanto, c(L(A )) = 0. 

Si L no es singular, det L / 0. Como A tiene contenido, L(A) tiene contenido. 
Para cada conjunto con contenido, definimos la aplicacion A(A) = c(L(A)). 
Dicha aplicacion tiene las siguientes propiedades elementales: 

i) A (A) > 0, VA. 

ii) A(A UB) = A(A) + A (B) si A n B = 0. 

iii) A(x + A) = A(A), \/x G K n . 

iv) Si A C B, entonces A(A) < A (B). 

Si llamamos Kq = [0, l) n al ra-cubo unidad y rriL = X(Kq), las propiedades 
anteriores permiten probar que A(A) = uil • c(A), para todo conjunto aco- 
tado icK". 

Por otra parte, si M es otra aplicacion lineal no singular, entonces 

m Lo M-c(A) = c((LoM)(A)) = c{L{M(A))) = m L -c(M(A )) = m L -m M -c(A). 

Teniendo en cuenta que toda aplicacion lineal no singular es composition 
(mas o rnenos iterada) de dos tipos especiales: 

a) L\(x\, . . . Xi , . . . , X?i ) (xi , . . . , QtXi , ... , Xfi ) , 
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b) L 2 ( X\ , . . . Xj, . . . , Xj , . . . , X n ) — (xi , . . . , Xj, + Xj , . . . , Xj , • • • , x n ) , 

basta probar que = |detA| en estos casos para que la propiedad sea 
cierta en el caso general. 

a) Si a > 0, Li(A'o) = [0, 1) x • • • x [0,a) x ••• x [0,1), de donde a = 

c(Li(/\ 0 )) = m Ll ■ c(K 0 ) = m Ll . 

Si a < 0, L\ (Ay) = [0, 1) x • • • x (a,0] x • • • x [0, 1), de donde —a = 
c(Li(A" 0 )) = m Ll ■ c(Kq) = m Ll . 

De cualquier rnanera, |a| = mq = | det Li\. 

b) Sean Ai = {(m, . . . , x n ) G K 0 : Xi < Xj} y A 2 = {(xi, . . . , x n ) £ K 0 ■ 

Xi > xj}. De este rnodo, Ai n A 2 = 0 y A'o = Ai U A 2 . Adernas 
L'2{Kq) = A 2 U {(0, 0, . . . , 1, 0, . . . , 0) + Ai}. 

Por tanto, c(L 2 (K 0 )) = c(A 2 ) + c({(0, 0, . . . , 1, 0, . . . , 0) + Ai}) = 
c(A 2 ) + c(Ai) = c(Ko), de donde tol, = 1 = | det A 2 |. 

□ 


Transformaciones no lineales. 

Lema. Sea K C 1 in n-cuho cerrado con centro el origen. Sea D un abierto 

que contiene a K. Sea ip : D — > R n un a funcion inyectiva y de clase C ^ 
en Q. Supongamos que J^(x) / 0, Vx £ K y ||'i/ ; (a ; ) — x|| < a||x||, Vx £ K, 
donde 0 < a < 1/ \pri. Entonces 

(1 - aVn) n < < (1 + aVn) n . 

c(A) 


Demostracion. Como K tiene contenido, ip(K) tiene contenido. Adernas 
d(ip(K)) = ip(dK). 

Si los lados de K tienen longitud 2r y x £ dK, entonces r < ||x|| < r\Jn. 
Por hipotesis, deducimos que \\ip(x) — x|| < a||x|| < a ■ r ■ y r n. Por tanto, 
el conjunto 'tp(dK) no intersecta un cubo abierto C, de centro O y lados de 
longitud 2(1 — ay/n) ■ r. 

Si llamamos A = f]ip(K), B = ext ip(K), Ay B son abiertos, disjuntos, no 
vacfos con A U B = R n \ d(ip(K)). 

Como Ci es conexo, C{ C A 6 Ci C B . Pero O £ C* n A, de donde Ci C A C 
iP(K). 

Analogamente se prueba que, si Co es el cubo cerrado de centro el origen y 
lados 2(1 + ay/n)r , entonces ip(K) C Cq. 
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□ 

Teorema. Sea C R" a bierto, ip : 17 — > R n , p € (7(1) (17), ip inyectiv a, 
J v {x) / 0, Vx E 17. Si A iiene contenido y A C 17, dado £ E (0, 1), existe 
7 > 0 tal que, si K es un n-cubo cerrado de centro x & A y lados de longitud 
menor que 2'y, entonces 

IWI • (1 - £)" < < \U*)\ ■ (1 + *)”• 

c(A ) 


Demostracidn. En primer lugar, construimos 5 y 17 1 corno en el lerna 1. 
Como det Dip(x) = J^{x) / 0, \/x E 17, entonces existe L x = ( Dp(x )) _1 y 
adenras det L x = 1/J v ,(x), x G 17. 

Como los elementos de la rnatriz L x son funciones continuas, por la com- 
pacidad de 17i, existe M > 0 tal que ||L X || < Af, \/x G 17i . 

Sea s G (0, 1). Por la continuidad uniforme de D v en 17 1 , existe (3 G (0, 5/2) 
tal que, 

ll*i - *2 II < P => \\Df(xi) - d<p(x 2 ) I! < y-rr- 

Myjn 

Dado x G A, si ||z|| < (3, es claro que x G 17i, x + z G 17i . Adenras, 

\\ip(x+z)-p(x)-Dp(x)(z)\\ < \\z\\- sup \\D<p(x+tz)-D<p(x)\\ < -^—=-\\z\\. 

o<t<i My'n 


Si definimos 'ip(z) = L x (ip(x + z) — p(x)), de esta desigualdad se deduce: 


z)-z || = \\L x (p(x+z)-p(x)-L x Dp(x)(z)\\ < || L x 


Myfn 


Ull < 


e • z 


n 


si ||z|| < (3. 

Aplicanros el lerna anterior con a = A=. Entonces, si K\ es un cubo cerrado 
con centro O y contenido en la bola abierta de radio (3 , entonces 


(1-A) n < 


c(K r) 


< (1 + e) n . 


Por la definicion de V’, si K = x + K 1 , K es un cubo cerrado de centro x y 
c(K) = c(K\). Adenras 


c(ip(Ki)) = | det L x | -c(ip(x + K{) - tp(x)) = ■ cM-SQ)- 


Si los lados de K tienen arista nrenor que 2q (7 = f3/y/n), el teorenra se 
cunrple. □ 
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Teorema del cambio de variable. 


Sea n C R" a bierto, p : Q, — ■> R n , p £ C^(Q), p inyectiva, J p {x) / 0, 
\/x £ fi. Si A tiene contenido, A C fl y f : </?(4) — > R. es acotada y continu a, 
entonces 



{fop) - \J p 


Demostracion. Debido a la continuidad de los integrandos, ambas integrales 

0 . ^ t t+ t - e+ f + \f\ t _ / — |/| 

existen. bi nacemos J = J — J , con j = — - — , j = — , por 

la linealidad de la integral, basta hacer la demostracion para funciones no 
negativas. 

Definimos fli corno en el lerna 1 y definimos tambien 

M v = sup{||D ¥ ,(x)|| : x £ rii} 

M f = sup {f{y) : y £ <^(-4)} 

Mj = sup{|.7^(x) : x £ A} 


Sea s £ (0, 1), / un n-intervalo que contiene a A y {K^ : i = 1, . . . , M} una 
partition de I en cuadrados con aristas de longitud rnenor que 2 y, con 7 
definido corno en el teorema del jacobiano. 

Sean {K \, . . . , K rn \ los cuadrados completamente contenidos en A, {K m+ 1 , . . . , K p } 
los que tienen puntos dentro y fuera de A y {K p+ 1 , . . . , Km} los contenidos 
en el complement ario de A. 

Como A tiene contenido, se pueden elegir de rnodo que 


Sea B 


m 


c{A) < J2c(K l)+ e, 

i= 1 

K\ U ■ ■ ■ U K m ; corno c(A \ B) 


p 

c(7 ^) < e - 

1 = 771+1 

= c{A ) — c(B) < e, tenemos: 


9- 

0 

1 

5 

9- 

O 

— 

f U°<P) \J V \ 

\J A JB 


Ja\b 


Por el lerna 1, c(p(A \ B)) < K ■ e, de donde 


< M f -Mj-c(A\B ) < M r Mj-£. 


[ f~ [ f 

— 

[ f 

J tp(A) J (f(B) 


+(A\B) 


< M f -K-e. 
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Si xi es el centro d e K{ (i = 1, . . . , m), por el teorema del jacobiano, 


’ (1 


’ ~ c(Ki ) 


< I Jip(xi)\ • (1 + s) n . 


Como 0 < e < 1, 1 — 2 n ■ e < (1 — e n ) y (1 + £ n ) < 1 + 2 n • e. Por tanto, 


c(tp(Ki)) - | J v (xi) • c(Ki ) | < c{Ki) ■ Mj • 2" • e. 


Por la continuidad de las funciones sobre el compacto B, podemos suponer 
que, dado cualquier y t £ Ki, 




IB 


-E 

2=1 


(/ 0 ¥>)(?/*) W®*) I ' c {Ki) 


< £ ■ c(B). 


Como ip es inyectiva, dos conjuntos de la familia {ip(Ki) : i = 1, . . . ,m} se 
intersectan en p(Ki n Kj ) que tiene contenido cero pues c(Ki n Kj) = 0. 

Como f(Ki) tiene contenido, / es integrable en p(Kj). Entonces 



/• 


Como / es acotada y continua en p(Ki), existe pi £ f(Ki) tal que 



/ = f(Pi ) ' c(p(i£i)), 


* = !,•• 


m. 


Por ser ip inyectiva, existe un unico y* £ Ji* tal que ip(yi) = Pi . Entonces 



/ = XX / ° ¥>)(^) ' 

2=1 


A1 ser (/ o ip)(yi) > 0, resulta 


m m 

X^l ° vOO/O • c (^(^)) - £(/ 0 <p)(y*) • l^(^)l • c(ifi) 
2=1 2=1 

m 

< Mj2 n £ ° <p)(Vi) ■ c{Ki) 

2=1 

m 

< MjMf2 n £ X c{Ki) < MjM f 2 n c(A)£. 

2=1 


Combinando las ultimas desigualdades, obtenemos: 



< e ■ c(A)(l + MjM f 2 n ). 
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En definitiva, 


[ f~[ (f°<p)\J<e 


Ejemplos. 


< M r K-£+£-c(A)(l+MjM f 2 n )+MfMj-£ = e. 

□ 


!) J J^f{x,y)dxdy = JL f(r cos i?, r sen 'd)r drdij. 

2) JJJ f(x,y,z)dxdydz = JJJ /(rcos •&, r seni9, z)r drdddz. 

3) = JJl /(pcos^sen^.sentfsen^pcosrf^senv,^#. 


4 ) [ [ f(x + 2 y, 2 x - 3 y)dxdy = [[ -f(u, v)r dudv, g(x,y ) = (x 
2 y, 2 x - 3 y). 


Ejercicio. 

(a) Probar que / / e - ^ x +y ^ dxdy = 7r. 


(b) Probar que / e x dx = \pK. 

J — OO 

(c) Probar que / = 7r n / 2 . 

JR" 

/ oo /*oo 

e _te2 dx y / x 2 e~ tx2 dx (t > 0 ). 

-oo J — oo 


PROBLEMA 5.17 

Sea D* = [0,1] x [0,1] y se define T : R 2 — > R 2 como T(u,v ) = 
(— u 2 + 4 k,x). Encontrar D = T(D*). &Es T inyectimi/? 


Solucion 
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Cada una de las componentes x = — u 2 + 4 u, y = v, es funcion de una sola 
variable. Para ver que T es inyectiva, basta comprobar que lo son cada una 
de las componentes. 

Ahora bien, la funcion y = v es la identidad, que es evidentemente inyectiva. 
Ademas, si 0 < v < 1, entonces 0 < y < 1. 

Por otra parte, la funcion x = —u 2 + 4 u = —u(u — 4) corresponde a una 
parabola de vertice el punto (2, 4) y que corta al eje u en los puntos (0, 0) y 
(4, 0). Como el dominio esta restringido al intervalo u G [0, 1], la funcion es 
inyectiva y la irnagen del intervalo [0, 1] es el intervalo x G [0,3]. 

En la figura siguiente se ilustra el comportamiento 4 e l a funcion T. 


T 3 


1 


u 


PROBLEMA 5.18 

Sea D* el paralelogramo limitado por las rectas y = 3x — 4, y = 3x, 
y = x/2, y = x/2 + 2. Sea D = [0, 1] x [0, 1]. Encontrar T : R 2 — >• R 2 
tal que T(D*) = D. 


Solucion 


En la figura se muestran los paralelogramos D* y D (donde A = (4/5, 12/5), B = 
(12/5, 16/5), C = (8/5, 4/5)): 


V 

y 



T 




i 


D 


1 


u 


X 
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Como la aplicacion buscada transforma un paralelogramo en otro, debe ser 
una transformacion lineal, del tipo 


u = ax + by + m 
v = cx + dy + n. 

Debido a que arnbos paralelogramos pasan por el origen, podemos hacer 
T( 0, 0) = (0, 0), de rnodo que m = n = 0. 

Teniendo en cuenta que los vertices de un paralelogramo se aplican en los 
vertices del otro, podemos establecer las relaciones: 

f 8a/5 + 46/5 = 1 
\8c/5 + 4d/5 = 0 

f 12a/5 + 166/5 = 1 
\12c/5 + 16d/5 = 1 

Resolviendo el sistema resultante, se obtienen los valores a = 3/4, b = —1/4, 
c = — 1/4 y d = 1/2. La transformacion buscada tiene por ecuaciones 

3 x — y — x + 2 y 

u = — , v = . 


T(8/5,4/5) = (l,0) 
T(12/5,16/5) = (1,1) 


PROBLEMA 5.19 


Una region R del piano XY esta limitada por las rectas x + y = 6, 
x — y = 2 e y = 0. 


a) Determinar la region R* del piano UV en que se aplica R por la 
transformacion x = u + v, y = u — v. 


b) 


Calcular el jacobiano de la transformacion 


d(x,y) 
d(u, v) 


c) 


Comparar el resultado de b) con la relacion entre las areas de R 

■y 


Solucion 

La grafica siguiente muestra las regiones R y R*: 
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V 



y 



a) La region R sombreada en la parte derecha de la figura es un triangulo 
limitado por las rectas dadas. Mediante la transformation dada, la 
recta x + y = 6 se transforma en (u + v) + (u — v) = 6, es decir 
la recta u = 3. Analogamente, la recta x — y = 2 se transforma en 
(u + v) — (it — v) = 2 o bien la recta v = 1. De la misrna manera el eje 
y = 0 se convierte en la recta u = v. La region transformada R* es el 
triangulo de la izquierda en el piano UV. 


b) Calculando las derivadas parciales obtenemos directamente 


d(x,y) 
d(u, v ) 


dx 

dx 


1 1 

du 

dv 



dy 

dy 


1 -1 

du 

dv 



c) El area de la region triangular R es 4, en tanto que la de la region R* es 
2. Luego la relacion entre arnbas es 4/2 = 2 que coincide con el valor 
absoluto del jacobiano. Como el jacobiano es constante (lo que ocurre 
con las transformaciones lineales), las areas de cualesquiera regiones R 
del piano XY son el doble de las areas de las regiones correspondientes 
transformadas R* del piano UV. 
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PROBLEMA 5.20 


Una region, R del piano XY esta limitada por las cure as 

2,2 2 2 I 2 .2 n n 

x +y = a , x +y = b , x = 0, y = 0, 

con 0 < a < b, en el primer cuadrante. 

a) Determinar la region R' en la cual se transforma R por la trans- 

formacion x = u cos a, y = rsenw. 

b) Estudiar lo que ocnrre si a = 0. 

c) Calendar 

a(u, a) 



a) La region R es la indicada en la figura. Por la transformacion dada, 

las circunferencias x 2 + y 2 = a 2 , x 2 + y 2 = b 2 se convierten en las 
rectas u = a, u = b, respectivamente. Asimismo, el segmento x = 0 
comprendido entre a < y < b se convierte en v = vr/2, con a < u < b 
y el segmento y = 0, a < x < b se transforma en r = 0, a < u < b. En 
definitiva, la region R! buscada es el rectangulo mostrado en la figura. 

Se podia haber razonado tambien diciendo que, por ser u la distancia 
desde el origen del piano XY y v el angulo rnedido a partir del eje 
positivo de abscisas, es claro que la region que se busca estara dada 
por a < u < b, 0 < v < tt/2, como se indica en la figura. 

b) Si a = 0, la region R se convierte en un cuadrante de un region circular 

de radio b y R' sigue siendo un rectangulo. La razon para esto es que 
el punto x = 0, y = 0 se aplica en u = 0, v = indeterminada y la 
transformacion no es biunivoca en este punto, llamado por esta razon 
punto singular. 
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c) Sustituyendo las derivadas parciales en la matriz obtenemos: 


d(x, y) 
d(u, v) 


cosv —usenv 
sen v u cos v 


u( cos 2 v + sen 2 v) = it. 


PROBLEMA 5.21 


Sea T(u,v) = (it, i>(l + u)) 'y D* 
y calcular JJ xydxdy. 


[0, 1] x [1,2]. Encontrar D = T(D*) 


Solucion 


Busquemos las imagenes de los segmentos que forman la frontera de D* 


v = 1 

0 < u < 1 

u = 1 

1 < V < 2 

v = 2 

0 < u < 1 

it = 0 

1 < v < 2 



X = u 

y = 2(1 + it) 
0 < x < 1 

x = 0 
y=v 
l<v<2 


y = 2 + 2x 
0 < x < 1 


x = 0 

i < y < 2 


Con esta informacion, la transformacion T corresponde a la figura sigu- 
iente: 
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Para 


1 


U 


calcular la integral propuesta, podemos aplicar dos metodos: 


a) Directamente: 


r2x+2 


xy dxdy = / xdx ydy= x 


D 


' X~\~l 


(2x + 2) 2 (s + l) 5 


dx 


b) Con la formula del cambio de variables: 


Como J 


( - 

1 0 

\u,vj 

V 1 + u 


= 1 + u, entonces 


1= f du f uv(l + u) 2 dv = f (u + 2u 2 + u 3 ) du ■ f 

Jo J 1 Jo J 1 


2 7 17 

v dv = — . 
8 


17 

¥' 


PROBLEMA 5.22 

1 rx 2 

dx / xy dy como una integral sobre el triangulo D* = 

Jo 

{(u, v) : 0 < u < 1, 0 < v < u] rj calcular la integral de las dos 
formas. 


Expresar 


Solucion 


Podemos calcular la integral directamente, aplicando el teorema de Fubi- 
ni: 



2 

ydy 



x 6 1 
12 o 


1 

12 ' 
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Otro rnetodo consiste en hacer el cambio de variables T(u,v ) = (y/u,v) que 
transforma el triangulo D* en la region D, indicada en la figura. 



( xdy\ _ 

l/2y/u 0 

\u,vj 

0 1 


por la formula del cambio de variable, tenemos: 


2yfu’ 


/•' r u i 

I = / du Ju ■ v ■ — 7= 

Jo Jo 2 Vu 


1 v 2 


du = — 


du = 


10 


1 u 2 7 1 

— du = — . 
4 12 


PROBLEMA 5.23 


Cambiar a coordenadas polares la integral J J f(x,y)dxdy en los 
signientes casos: 

i) D es el circulo: x 2 + y 2 < ax, a > 0. 

ii) D es el recinto del primer cuadrante limitado por las curras: x + 

y = 1 p x 2 + y 2 = 1. 

iii) D es el cuadrado [0, 1] x [0,1]- 

in) D es el recinto del primer cuadrante limitado por la curra (x 2 + 

2\2 2 / 2 2 \ 

y ) = a (x - y ). 

v) D = {(x,y) : 0 < x < 1, x 2 < y < x}. 


Solucion 
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i) Si escribimos la ecuacion de la circunferencia en coordenadas polares (ha- 
ciendo el cambio x = ucosv, y = usenv), obtenemos u 2 = au cos v, es decir 
u = 0 6 u = a cos v. 



De la grafica adjunta deducimos que, en coordenadas polares, la region veri- 
fica las condiciones — 7r/2 < v < n/2, 0 < u < acosv. As! pues, la integral se 
escribe (teniendo en cuenta el jacobiano de la transformation) como: 


I = 



u ■ f(u cos v, usen v) du. 


ii) La circunferencia x 2 + y 2 = 1 se escribe en coordenadas polares como 

u = 1, mientras que la recta x + y = 1 tiene por ecuacion u = . 

cos v + sen v 

En el primer cuadrante, el angulo v esta comprendido entre 0 y n/2. 



Con estos datos, la integral se escribe como: 


I = 



u ■ f(u cos v, u sen v) du. 


iii) En este caso debemos dividir la region en dos triangulos: el primero de 
ellos limitado por las rectas x = y, x = 1 e y = 0, lo que en coordenadas 
polares corresponde a 0 < v < 7r/4, 0 < u < 1/ cosu; el segundo triangulo 


55 


esta limitado por las rectas x = y, y = 1 y x = 0, y su expresion en 
coordenadas polares esta dada por 7 t/4 <v< 7t/2, 0 < u < 1/ senu. 



La integral doble se escribe entonces como: 


I = 


7T j 4 


dv 


i 

COS V 


7r/2 

u- f(u cos v,usenv) du+ I dv 


1 

sen v 


u-f(u cos v , u sen v) du. 


Jo Jo J 7t/4 Jo 

iv) La curva dada es la lemniscata de la figura que, en coordenadas polares, 
se expresa por la ecuacion u 2 = a? cos 2v. 



En el primer cuadrante, la region esta comprendida entre los valores 0 < 
v < 7t/ 4, as! que la integral se expresa como: 

/■7r/4 ray/c os 2v 

1= dv u • f(ucosv,usenv)du. 

Jo Jo 

v) La ecuacion de la parabola y = x 2 se expresa en coordenadas polares por 
u sen v = u 2 cos 2 v, o bien u = sen vj cos 2 v. 
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La region de integration esta comprendida entre los valores v = 0yu = 7r/4 
(correspondiente a la recta y = x). Asi pues, la integral se expresa asl: 

i'tx/A rse’civ / cos 2 v 

I = dv u ■ f(ucosv,usenv)du. 

Jo Jo 


PROBLEMA 5.24 


Sea D el circnlo unidad. Expresar / / (1 + x 2 + y 2 ) 3 ^ 2 dxdy como 


D 


una integral sobre el rectangnlo [0, 1] X [0, 27r] y calcnlarla. 


Solucion 


Si aplicamos el carnbio a coordenadas polares, dado por las ecuaciones x = 
ucosv, y = usenv (ver figura), y teniendo en cuenta que el jacobiano de 

la transformation es J ( ) = u, la integral se puede calcular del modo 

\u,vj 

siguiente: 


' dudv 


D 


r2ir 


(1 + x 2 + y 2 ) 3/2 dxdy = JJ u ■ (1 + u 2 ) 3/2 1 

dv f u ■ {1 + u 2 ) 3/2 du 

Jo 

(1 + tt 2 ) 5 / 2 i 1 8irV2 


= 7 r • 


5/2 
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PROBLEMA 5.25 


Dibujar la region de integration p resolrer la siguiente integral: 

r 1 rx rv2 rx r\/4—x‘ 2 

/ dx / xydy+ dx xydy+ xy dy. 

J l/\/2 Jy/l-x' 2 J 1 Jo Jo 


Solucion 


La region de integration es la union de las regiones correspondientes a cada 
sumando. De este rnodo la grafica corresponde a un sector de corona cir- 
cular comprendido entre las circunferencias x 2 + y 2 = 1 , x 2 + y 2 = 4 , y el 
angulo comprendido entre 0 y tt / 4 . Esto sugiere calcular la integral pasando 
a coordenadas polares, de rnodo que su valor es: 

i-tt/ 4 r2 t-ir/A i>2 ^5 

1= d'd I p ■ p 2 sen d cos ddp = / sen iddisen ■$) / p 3 dp= — . 

Jo J 1 Jo J 1 16 


PROBLEMA 5.26 

Calcular el rolumen del solido limitado por el paraboloide z = x 2 + 
y 2 p el piano z = x. 


Solucion 
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El paraboloide y el piano se cortan en una curva cuya proyeccion sobre el 
piano XY es la circunferencia x 2 + y 2 = x. As! pues, el volumen se escribe 

mediante la integral doble [[ [x - (x 2 + y 2 )} dxdy , donde R es el cfrculo 


x 2 + y 2 < x. 


R 


Si escribimos la region R en coordenadas polares, x = r cos??, y = rsend, 
sabiendo que J ( — ^ ) = r, la integral se escribe corno: 

vw 


v = 


R 

n-rr/2 
' — 7T /2 


[x — (x 2 + y 2 )\ dxdy = 


fir/2 


r cos $ 


COS 1? 


cos 3 cos 4 d 


I- k/2 \J 0 

di?= — . 
32 


(r cos i? — r 2 )r dr I d 1 !? 


PROBLEMA 5.27 


Si S es la region del primer cnadrante limitada por las curuas 
xy = 1, xy = 2, y = x, y = Ax, probar que 



f(x ■ y) dxdy = In 2 



f(u) du. 


Solucion 

La frontera de la region S sugiere realizar el cambio u = y/x, v = yx, cuya 
inversa es la transformacion T{u,v ) = (y/v/u, y/uv), la cual tiene como 
dominio la region S* de la figura adjunta. 
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V 


2 

1 



1 




x 


El jacobiano de esta transformacion es 

_ l. u -3/V/ 2 1 . u -l/2 v -l/2 _ _1 

1 . „-l/2 v l/2 1 . u l/2 v -l/2 - 2u ' 

Por la formula del cambio de variable, la integral dada se puede escribir 
como: 




f(x-y) dxdy 



1 

2 u 


■f(v)dv 


l lnu 


j f(v)dv — ln2 J f(v)dv. 


PROBLEMA 5.28 


Cal cal ar 


\fx 


R 


itada por x 1 + y 2 


2 + y 2 dxdy sieado R la regiou del piano XY lim- 
= 4 u x 2 + y 2 = 9. 


Solucion 


La presencia de x 2 + y 2 sugiere el empleo de coordenadas polares (r, d ) , con 
x = r cos d, y = r sen d. Mediante esta transformacion la corona circular R 
se transforma en el rectangulo R' como se indica en la figura. 
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V 



Tambien se podfan haber obtenido los lfmites de integracion para R' obser- 
vando la region R pues, para d fijo, r varfa desde r = 2 hasta r = 3 dentro 
del sector destacado en la figura. Integrando entonces con respecto a d desde 
d = 0 hasta i? = 2ir se obtiene la suma de todos los sectores citados. 


PROBLEMA 5.29 


Dados A = {(x, y) G R 2 : 

1 /9 

(x 2 + y 2 ) ' , calcular I 


x > 0, y < 0, x - y > 1, x 2 + y 2 < 4} •y f(x, y) = 
= j j f{x, y) dxdy. 


Solucion 
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Si escribimos la integral en coordenadas cartesianas, debemos descomponer 
la region en dos partes. Por tanto (vista corno region de tipo II), 


I = 


dy 




(, x 2 + y 2 ) 1,/2 dx+ I dy I ( x 2 + y 2 ) dx. 

J - 1 Jl+y 


r 


„2\-l/2 


1—2 


Si escribimos la integral en coordenadas polares, los extremos de integration 
para la variable r son rcosd — rseni? = 1 (pues corresponde a la recta 
x — y = 1) y r = 2 (pues corresponde a la circunferencia x 2 + y 2 = 4). 


Por otra parte, los extremos de integration de la variable d son — 7t/2 y 
0 (pues la region esta contenida en el cuarto cuadrante) o bien 37r/2 y 


2tt. 


As! pues, el planteamiento correcto de la integral es 


/ = 



' (cosO—senO) 


dr 



' (cosO—senO) 1 


dr 


(el jacobiano se simplifica con el valor de la funcion). 
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PROBLEMA 5.30 


Sea I = Sff f v (x 2 + y 2 + z 2 ) dx dy dz, donde 

V = {(x, y, z) E ffi 3 | x > 0, y > 0, — yj 4 — x 2 — y 2 < z < ^ \J 4 — x 2 — y 2 }. 


Decir ca z o riad am ent e si cada ura de las signientes igualdades es 
cierta: 


(a) / 

(b ) / 


f2 r 2 

dx I dy I (x 2 + y 2 + z 2 ) dz 


'o Jo J-yJ 4-x 2 - 


y “ 

dr [~ dO [- 4r 4 (4sen 3 y?+cos 2 y?seny?) dip + [ dr f dO f r 4 


to Jo 


i o 


/o Jo 


sen ip dip. 


Solucion 


El solido es la region limitada superiornrente por el elipsoide x 2 +y 2 +4z 2 = 4 
e inferiormente por la esfera x 2 +y 2 +z 2 = 4, y contenida en el primer octante. 
Arnbas superficies se cortan a lo largo de la circunferencia x 2 + y 2 = 4 
contenida en el piano XY. 
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La respuesta del apartado (a) no es correcta pues, si los lfmites de integracion 
de las variables x e y son constantes, la region seria un rectangulo y no la 
circunferencia x 2 + y 2 = 4. 

Para comprobar si la respuesta del apartado (b) es correcta, debemos de- 
scomponer la integral en dos sumandos: el primero correspondiente az>0 
y el segundo az<0. 

Para la cara superior, hacemos el carnbio de variables x = 2 r cos '0 sen p, 
y = 2r sen d sen p, z = rcosp , donde 0<r<l, 0<i?< 7r/2, 0 < p < 7t/2, 
y cuyo jacobiano es J = 4 r 2 sen ip . 

A1 sustituir estos valores en la integral propuesta, se obtiene 

/*1 /*7t/2 ptt/2 

dr dO 4r 4 (4 sen 3 (p + cos 2 <p sen <p) dp 

Jo Jo Jo 

el primer sumando de la respuesta. 

Para la cara inferior, hacemos el carnbio de variables a esfericas x = r cos i? sen ip, 
y = r sent? sen <£>, z = r cos p, donde 0<r<2, 0<i?< n/2, it/2 < p <ir, 
y cuyo jacobiano es J = r 2 sen p. 

A1 sustituir estos nuevos valores en la integral propuesta se obtiene 

/*2 /»7r/2 /*7T 

dr d6 r 4 sen p dp 

Jo Jo J tt/2 

el segundo sumando de la respuesta. 


PROBLEMA 5.31 

Calcular el nolumen del s’olido W dejiriido por: 

W = {(x, y, z) G M 3 : x 2 + y 2 + z 2 < a 2 , x 2 + y 2 < ax, z > 0}, 
donde a > 0. 


Solucion 

El solido es la region limitada por el piano z = 0 y la semiesfera z = 
a 2 — x 2 — y 2 y la region de integracion R es el circulo x 2 + y 2 < ax, que 
tiene centra en el punto (a, 0) y radio a. 
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Asf pues, el volumen se escribe mediante la integral doble ff R \J a 2 — x 2 — y 2 dx dy . 

Si escribimos la region R en coordenadas polares x = r cos d, y = r sen d, y 
tenemos en cuenta la simetria de W, sabiendo que J = r, la integral 

se escribe corno: 


V 



y 2 dxdy = 2 



2 W 2 

- (a 3 sen 3 $ — a 3 )d , & 

3 Jo 


(37t — 4)a 3 
9 



d'd 


PROBLEMA 5.32 


Solucion 


PROBLEMA 5.33 


Calcular 


i/x 2 + y 2 

rante limitada por x 2 + y 2 = 9. 


dxdy sobre la region D del primer cuad- 


Solucion 


Pasando la integral a coordenadas polares 
la integral queda: 


( x = p cos 
\y = p sen d 


corno J 


d(x,y) 

d{p,d) 


= P, 


x u 


D 


\Jx 2 + y‘ 


dxdy = / p 3 dp 


t/2 


cos 3 d dd 



27 

~ 2 ' 
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Solucion 


i) Si escribimos la integral en coordenadas polares, queda de la forma: 

r2n r2n 

1= dv usenudu = —6 tt 2 . 

JO J IT 

[Mediante integration por partes se obtiene que J usenudu = sen u 


ii) Escribimos tambien la integral en coordenadas polares, y resulta: 


/*27r ra ^ r'^TT ra 

/ dv u\u 2 sen v cos v| du = - / | sen 2v\ dv ■ / u 3 du = 

Jo Jo 2 J o J o 



Solucion 

Hacenros el carnbio de variable u = x — y, v = x + y. Esto convierte el 
triangulo dado en el piano XY en el triangulo de vertices (—1,1), (0,0), 
(1, 1) en el piano UV. 
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PROBLEMA 5.36 

Calcnlar el area de la region R = {(x,y) : 2x < x 2 + y 2 , x 2 + y 2 < 

— X 

Ax, y < x, —j=. < y} g la masa del cuerpo con densidad p(x, y) = 
v3 

— ^ w g contenido en dicha region. 

x z + y z 


Solucion 



Transformamos la region dada en coordenadas polares: 

( x = r cos i? 

| y = r sen??. 
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Si escribimos las curvas frontera de R en coordenadas polares, obtenemos 
los llmites de la region: 

— 7t/6 < d < 7t/4, 2cosd <r< 4 cos'd. 


Como J ( 

\ r, v J 


r, las integrales quedan: 


Area 


Masa 



r/ 4 12 cos 2 d 

tt/6 ^ 


dd 


r send 


dr dd = 


_ 6 + 3\/3 + 57t 
“ 4 ‘ 

'7t/4 

2 sen d cos d dd 

-7r/6 


1 

4' 


PROBLEMA 5.37 


Solucion 


PROBLEMA 5.38 


Solucion 


PROBLEMA 5.39 

Transformar la sigaiente integral doble a coordenadas polares y 
resolrerla: 
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Solucion 


Calculemos en primer lugar la irnagen de cada uno de los lados del triangulo 
dado mediante la transformation x = ucosv, y = usenv: 

sen v = cos v, 0 < u cos v < 2 
v = 7t/4, 0 < u < 2\/2; 
sen v = V3 cos v, 0 < u cos v < 2 
v = 7t/3, 0 < u < 4; 
ucosv = 2, 2 < rtsenv < 2\/3 
u = 2 secy, 7r^4 <v< 7t/3. 



La integral propuesta se resuelve entonces corno sigue: 



Se deja corno ejercicio comprobar que el mismo resultado se obtiene calcu- 
lando directamente la integral propuesta. 


y = x, 0 < x < 2 


= xVs, 0 < x < 2 


= 2, 2 < y < 2VS 


PROBLEMA 5.40 


Hallar / / (x 2 + y 2 ) dxdy , donde ii es la region del piano XL limi- 


R 


tada por las hiperbolas x 2 — y 2 = 1, x 2 — y 2 = 9, xy = 2, xy = 4 en 
el primer en a dr ante. 


Solucion 
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Aplidando la transforn&cion u = x 2 — y 2 , v = 2 xy, la region R del piano 
XY de la derecha de la figura se transforma en la region R ' del piano UV 
representada en la izquierda de la figura. Varnos a comprobar que dicha 
transformacion es regular. 

Debido a que ( x 2 + y 2 ) 2 = ( x 2 — y 2 ) 2 + (2 xy) 2 , es decir x 2 + y 2 = \Ju 2 + v 2 , 
y corno x 2 — y 2 = u, resulta que x 2 = u +Yu 2 +v 2 _ . a 1 ser x > 0, tenemos que 

x = u +YvXX Y. Analogamente, tenemos tambien que y = ^ Yu 2 +v- ^u , 1 0 
que prueba que la transformacion es inyectiva. 

Trivialmente, la transformacion es de clase C 1 y adernas 


Jt(u,v) = 


^ x f U j y 


2x 

-2 y 

V X Vy 


2 y 

2x 


= 4(x 2 + y 2 ) / 0 


si (x,y) / (0,0). 

Hecha esta comprobacion la integral vale entonces 
(x 2 + y 2 )dxdy = J J (x(u,v) 2 + y(u,v) 2 ) 


d(x,y) 
d (it, v) 

1 


dudv 


d»* = = i f du r s dv=s 

R> 4 Vu 2 + v 2 4 j 1 y 4 


Nota. Las coordenadas curvilmeas (u, v) definidas de la forma anterior son 
las llamadas coordenadas hiper bolicas. 


PROBLEMA 5.41 


Calcular I = 


D 


i _ _ yl 


a z 


b 2 

x 2 y 2 

terror a la elipse — ~ + -r^ = 1. 

a z b z 


dxdy extendida al dominio D in- 
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Solucion 


Haremos el cambio de variable 


( x/a = p cos d 
\y/b = p sen-d ’ 


con lo que 


d(x,y) 

d{p,d) 


a cos'd —ap send 
b sen d bp cos d 


abp. 


En las nuevas coordenadas, la elipse se escribe corno p = 1. Asi pues, 


I = 



(1 — p 2 )abp dpdd 


ab 



(, P ~ P 3 ) d P 



dd 


irab 

~Y' 


PROBLEMA 5.42 


p OO 

Hallcrr N= e~ x dx. 

Jo 


Solucion 


I* oo ^ r oo ^ 

Como / e -1 dx= e~ y dy, entonces 

Jo Jo 

poo poo poo poo 

N 2 = e~ x2 dx ■ / e~ y2 dy = / / e^ < ' x ' J+y2) dxdy. 

Jo Jo Jo Jo 

Pasando a coordenadas polares, x 2 + y 2 = p 2 , dxdy = pdpdd , el primer 
cuadrante (x, y) G (0, oo) x (0, oo) se transforma en la region (p, d) G (0, oo) x 
(0, 7t/2). La integral queda entonces: 


N 2 




,-p 


pdp 




dd = 



7 r 

4' 


En definitiva, A = y / 7r/2. 
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PROBLEMA 5.43 


Hollar el area de la region limitada por: 

a) Las curnas y 2 = 2 px, y 2 = 2 qx, x 2 = 2 ry, x 2 = 2 sy, 0 < p < q, 

0 < r < s. 

b) La curua (x 2 + y 2 y = a ( x 3 — 3 xy 2 ) , a > 0. 

c) Las curoas y/xja + y/ y/b = 1, y/ x /a + yjy/b = 2, x/a = y/b , 4x/a = 

y/b , a, b > 0. 


Solucion 


a) La forma de las ecuaciones que limitan la region sugiere realizar el carnbio 
y 2 x 2 

de variables u = — . v = — . De este rnodo, la region de integracion es ahora 
2x 2 y 

D = {(it, v) : p < u < q, r < v < s}. Como 

T l " \ I tf / i// I ^ 

'j l I I / 9/^ol ^5 


/ u,v\ _ 

—y 2 /2x 2 

y/x 

\x,y) 

x/y 

-x 2 /2 y 2 


entonces 


j(™) 

\u,v/ 


El area buscada viene dada por la formula 


A = 



-dv 



r ) • (q~p)- 


b) Debido a la simetria de la region (ver figura), bastara multiplicar por 6 
el area de la parte comprendida en el primer cuadrante. 
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En coordenadas polares, la curva dada tiene por ecuacion 

u = a cos u(cos 2 v — 3 sen 2 v ) , 

de modo que el area buscada se calcula por la integral doble 


A 


l'ir/6 pa cos v(cos 2 v — 3 sen 2 v) 

6 dv udu 

Jo Jo 

rn/6 

3 a 2 / cos 2 v(cos 2 v — 3 sen 2 v ) 2 dv 

Jo 


a 2 ir 

4 


c) Realizaremos la transformation de coordenadas siguiente: 

VvJb 


u = 


x a 


, v = sfxja+ y/yjb 


(dicha transformation es biyectiva porque la region esta contenida en el 
primer cuadrante). 


Con esta transformacion los nuevos lfmites de la region son 1 < u < 2, 1 < 

dv 2 bvJv 2 

v < 2. Como la inversa de la transformacion es x = 


entonces 

—4 abuv 3 

(u + l ) 4 ' 

y el area se calcula mediante la integral doble 


(u + 1) 


2 1 


y = 


(« + 1 ) 


2 > 


J 


x,y 

U, V 


A = 



2 4 abuv 3 
(u + l ) 4 


dv 


65 ab 


PROBLEMA 5.44 

Hallcrr el area de la region del piano XY encerrada por la lemnis- 
cata r 2 = a 2 cos 2d. 


Solution 

La curva esta dada directamente en coordenadas polares (r, d). Dando difer- 
entes valores a d y hallando los correspondientes valores de r se obtiene la 
grafica de la figura. 


73 





El area buscada (teniendo en cuenta la simetria) se puede calcular asl: 


t/4 


■/ 


aV cos 2$ 


r dr = 4 / — 

2 


o 


A = 4 / dd 

Jo 

/*7T /4 

= 2 / a 2 cos 2$ = a 2 sen 2$ 

Jo 


/4 ^2 a-\/ cos 2$ 




7r/4 


= a 2 . 


PROBLEMA 5.45 

Calendar el area del recinto situado en el primer cuadrante limitado 
por las curnas y 3 = ax 2 , y 3 = bx 2 (a > 6 > 0), xy 2 = c, xy 2 = d 
(c> d > 0). 


Solucion 


Varnos a efectuar un carnbio de variable que transforme la region dada en 
un rectangulo. Para ello hacemos u = y 3 /x 2 y v = xyf. 



■ u 

b a 


x 


De este rnodo, 


A 


[[ 

d{x , y) 

Ur 

d(u, v ) 


dudv. 
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Ahora bien, de las ecuaciones u = y 3 /x 2 , v = xy 2 , resulta: 


x 2 = y 3 /u , x 2 


v 2 /y A 


y 3 /u = v 2 /y 4 , x 2 = v 2 /y 4 
y = u 1 / V/ 7 , x = v/ y 2 = u- 2 / 7 v 3 ' 7 . 


Por lo tanto, 


d(x,T/) 

d(u , x) 


^ u -9/7 v 3/7 3 u -2/7 v -*I7 

l n -6/7 v 2/7 2 u 1 / 7 v - 5/7 


A u S/7 v -2/7_ 


El area pedida se calcula entonces como 


A 



\v- 2 ' 7 dv 

7 


1 /V 1 / 7 a\ 

7 y —1/7 



6-1/7). (c 5/7_ d 5/ 7) _ 



PROBLEMA 5.46 

Hallar el area de la region exterior a la circunferencia p = 2a e 
interior a la circunferencia p = 4a cost?. 


Solucion 

Los puntos de intersection de ambas circunferencias son aquellos en que 
cost? = 1/2, es decir t? = ±7r/3. 



Teniendo en cuenta la simetria de la region, el area viene dada por 


/*7t/ 3 / i 4acos , i9 

A = 2 / dd pdp = 

0 «/ 2a 


t/3 


[(4a cost?) 2 — (2a) 2 ] c?t? = 


27t + 3\/3 
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PROBLEMA 5.47 

Hallar el area exterior a la circrinjerencia p = 2 e interior a la 
cardioide p = 2(1 + cos??). 


Solucion 



Dada la simetria, el area pedida es igual al doble del area barrida al variar 
?? desde i? = 0 hasta ?? = n/2. Asi pues, 


A 



f2(l+cosi?) 


p dp = 2 



P_ 

2 


2(l+cosi9) 

M 

2 


^7i-/2 

4 / (2 cos?? + cos 2 ??)4?? = 4(2 sen?? + i?/2 + sen(2??)/4) 

Jo 


7t/2 

0 


7T + 8. 


PROBLEMA 5.48 

Hollar el area interior a la circunferencia p = 4 sen?? y exterior a 
la lemniscata p 2 = 8 cos 2??. 


Solucion 
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El area pedida es igual al doble de la correspondiente en el primer cuadrante 
limitada por las dos curvas y la recta i? = tt/2. 



Los puntos de intersection de ambas curvas se encuentran en la recta d = 
7t/ 6, que se obtiene al resolver la ecuacion 


Observamos que el arco AO de la lemniscata se genera al variar d desde 
i? = 7 t/ 6 hasta $ = 7 t/ 4, mientras que el arco AB de la circunferencia lo 
hace al variar d desde i? = 7 t/ 6 hasta i? = 7 t/ 2. Si descomponemos la figura 
en dos partes, una por debajo y otra por encima de la recta d = 7r/4, el area 
queda de la forma: 


16 sen 2 1 ? = 8 cos 2$. 


A 



rn/4 

/ (16 sen 

Jtt/6 


2 i? — 8 cos 2i?) + 



7r/4 


■tt/2 


Otro rnetodo de resolucion consiste en efectuar la diferencia 



pdp. 


PROBLEMA 5.49 


Hallcrr el uolumen de la region comm a los cilindros x 2 + y 2 = a 2 
x 2 + z 2 = a 2 . 


Solucion 
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En la figura adjunta se muestran los dos cilindros y la parte de la region 
correspondiente al primer octante. 



PROBLEMA 5.50 

Hcillar el uolumen del solido limitado por el cilindro x 2 + y 2 = 4 p 
los pianos y + z = 4, z = 0. 


Solucion 


La proyeccion del cilindro sobre el piano z = 0 es la circunferencia x 2 + y 2 = 
4, de rnodo que el volumen viene dado por la formula 


r2 r\/±—y 2 

V = dy (4 -y)dx. 

j - 2 4-^/Ev 
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z 



Y 


x 


Nuevamente escribimos la integral en coordenadas polares. Resulta: 


PROBLEMA 5.51 

Calcular el nolumen de la seccion situada en el primer octante del 
solido limitado por los pianos z=0yz=x+y+2y el cilindro 
x 2 + y 2 = 16. 


Solucion 


La base del solido es la region R del piano comprendida en el primer cuad- 
rante y limitado por la circunferencia de ecuacion x 2 + y 2 = 16. El piano 
z = x + y + 2 limita dicho solido en su parte superior. 


V 



79 



Asf pues, el vo lumen vendra dado por: 


p p /*4 pv id — x 

V = / / z(x, y ) dxdy = I dx I (x + y + 2) dy 

J JR J 0 JO 

= f (sV 16 — x 2 + 8 — %- + 2 \/l6 — x 2 ) dx. 

Jo 2 

Para evitar resolver la integral de la funcion irrational Vl6 — x 2 , podemos 
escribir la integral doble en coordenadas polares. Asf, 


p2n pA 

V = / dv u(ucosv + usenv + 2) du 

Jo Jo 


27T 128 


— (cos v + sen v) + it dv = — (sen v — cos v) + 16u = — — b 87r. 

o 0 o 0 o 


PROBLEMA 5.52 

Calc'ulcir el uolumen del solido limitado snperiornaente por la esfera 
x 2 + y 2 + z 2 = 5 e mferiormente por el paraboloide x 2 + y 2 = 4 z. 

Solucion 


80 




Calculamos en primer lugar los puntos de intersection de la esfera con el 
paraboloide. Tenemos: 


x 2 + y 2 + z 2 = 5 1 (z 2 + 4z — 5 = 0 1 z = 1 

x 2 + y 2 = 4z J \ x 2 + y 2 = 4z J x 2 + y 2 = 4 

Tenemos pues la situation de la figura adjunta. 



El volumen pedido se halla mediante la formula 

v = jj ^ (V 5 - x2 - y 2 - x + ^ v ) dxd Vi 

donde D es el cfrculo x 2 + y 2 < 4, que se obtiene como proyeccion del solido 
en el piano XY . 

Para resolver la integral, la transformamos a coordenadas polares; en este 
caso, D = { (p, i?) : 0 < p < 2, 0 < d < 2 -k}. Entonces: 



2tt(5V5-4) 

3 


PROBLEMA 5.53 

Hallcrr el uolumen limitado por el paraboloide x 2 + y 2 = 4z, el ciliri- 
dro x 2 + y 2 = 8y p el piano z = 0. 


Solution 

El volumen pedido se obtiene integrando la funcion z = (x 2 + y 2 )/ 4 en el 
interior del tirculo x 2 + y 2 = 8 y. 
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En coordenadas cili'ndricas, x = p cos'd, y = pseud, z = z, y el volumen se 
obtiene al integrar z = p 2 /4 en el circulo p = 8seni9. Por tanto, 


V - = 




r*8 sen •d 


z(p,tf)pdp 


1 

4 



(*8seni9 


dp 


967 r. 


PROBLEMA 5.54 

Hollar el uolume/ri qne se elimina cnando a ima esjera de radio 2 a 
se le practica un oriflcio circular de radio a de forma que el eje 
del orificio sea un diametro de la esfera. 


Solucion 


En la primera figura se muestra, desplazada verticalmente, la region que se 
extrae de la esfera y en la segunda figura la propia region sin la esfera. 
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"y 


De la figura se deduce que el volumen pedido es ocho veces el correspondiente 
al del primer octante limitado (en coordenadas cilmdricas) por el cilindro 
p 2 = a 2 , la esfera p 2 + z 2 = 4a 2 y el piano z = 0. Esto se obtiene integrando 
z = \J 4a 2 — p 2 en un cuadrante del cfrculo p = a, es decir: 

1 f p\f 4a 2 — p 2 dp = -(8 — 3v / 3)a 3 7r. 

Jo 3 


V = 8 


dd 


PROBLEMA 5.55 

Calcular los nolumenes de los cuerpos limitados por las sigmentes 
superficies : 

i) az = a 2 — x 2 — y 2 , z = a — x — y, x = 0, y = 0, z = 0 (a > 0) . 

ii) z = x 2 + y 2 , x 2 + y 2 = x, x 2 + y 2 = 2x, z = 0. 


Solucion 

i) El solido consiste en la region del primer octante limitada por el paraboloide 
az = a 2 —x 2 —y 2 y el piano z = a—x—y. En la figura de la derecha se muestra 
una vista lateral del solido limitado exclusivamente al primer octante. 
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Observemos que la region de integration, el cuadrante del cfrculo con centro 
el origen y radio a, debe dividirse en dos regiones i?i y R 2 , pues en Ri el 
solido esta limitado por el paraboloide y el piano z = a — x — y, y en R 2 el 
solido esta limitado por el paraboloide y el piano z = 0. 



De este rnodo, el volumen se expresa por la integral: 


V = 


Ri 


a 2 — x 2 — y 2 


— (a — x — y) dxdy + 


a 2 — x 2 — y 2 


dxdy 


R2 


a 2 — x 2 — y 2 


R1UR2 


dxdy — / / (a — x — y) dxdy. 


Ri 


Para resolver la primera integral hacemos el cambio a coordenadas polares 
mientras que la segunda integral la resolvemos directamente (como region 
de tipo I): 

V = £' 2 iv jf „ . du - J° dx jf'% - X - y) dy = ^ - £ . 

ii) El solido es la figura comprendida entre el piano z = 0 y el paraboloide 
z = x 2 + y 2 y cuya base es region R exterior a la circunferencia x 2 + y 2 = x 
e interior a la circunferencia x 2 + y 2 = 2x. 



De este rnodo, 


V = 


R 


( x 2 + y 2 ) dxdy , 
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que escribimos en coordenadas polares para simplificar la region de inte- 
gration, que se ilustra en la figura. 



As! pues, 


/ 7r/2 /»2cosv 2 r n /‘2 

dv u 3 du = - 15 cos A v dv 

-7r/2 Jcosv ^ J—tt/2 


457t 

"32”' 
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4. INTEGRALES TRIPLES. 


En este curso se estudian las funciones / : R n — > M m , es decir, funciones 
definidas sobre el espacio euclldeo de dimension n 

K n = {(xi, . . . , x n ) : Xi € K, 1 < i < n}, 

y con imagen en el espacio analogo de dimension m, K m . 


PROBLEMA 5.56 


n x ry 

/ f(x,y,z)dzdydx, d/iimjar la 

Jo 

region de integracion y escribir la integral de todas las 
formas posibles. 


Solucion 



Teniendo en cuenta la grafica adjunta, si D\, D 2 y D% son las proyecciones 
sobre los tres pianos coordenados, las diferentes formas de escribir la integral 
son las siguientes: 
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r 1 /■! ru 

fdz= dy dx fdz, 
■JO Jy Jo 


r i rx ry 

/ dx dy 

I o 

/*1 /*1 /*£ 

/ dz dx f dy = 

1 0 .ti ^2 Jo Jo 


f dy , 


1 pX pi 

dx dz 

Jo Jz 

pi py pi pi pi pi 

/ dy dz fdx= dz dy f dx. 

I 0 Jo Jy Jo Jz Jy 


PROBLEMA 5.57 


Calcular las slgulentes Integrales triples: 


i) 




(x 2 + y 2 ) dxdydz, donde V esta llmltado por las superficies 


'V 

x 2 + y 2 = 2z, z = 2. 


(1 +z 2 ) dxdydz, slexido W la region llmltada por 2 az = x 2 +y J , 


w 


x “ + y z - z l = cr , z = 0. 


Solution 


i) La region de integration es el interior del paraboloide limitado por el piano 
z = 2. 

z 



Como la proyeccion de dicha region sobre el piano z = 0 es el circulo C : 
x 2 + y 2 < 4, la integral triple se puede descomponer entonces como 

r r /'2 


I = 


dxdy 


c 


(x 2 +y 2 )/2 


(■ X 2 + y 2 ) dz. 


A1 escribir la integral en coordenadas cilindricas, se obtiene: 


p2ir p2 p 2 p2 

I = / dv udu u 2 dz = 2n u 3 ■ (2 — u 2 / 2) du 
Jo Jo Ju 2 / 2 Jo 


167T 

~3~' 
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ii) La intersection del paraboloide 2 az = x 2 + y 2 con el hiperboloide x 2 + 
y 2 — z 2 = a 2 da la circunferencia x 2 + y 2 = 2 a 2 situada en el piano z = a. 
Esto indica que ambas superficies son tangentes a lo largo de dicha cir- 
cunferencia; por ello deducimos que la region de integracion esta limitada 
superiormente por el paraboloide, inferiormente por el piano z = 0 y lateral- 
mente por el hiperboloide (en la figura se muestran dos vistas de la region 
de integracion). 




Debemos descomponer la integral en dos sumandos pues, si (x, y) esta en el 
cfrculo de centro el origen y radio a, entonces z esta comprendido entre el 
piano z = 0 y el paraboloide 2 az = x 2 + y 2 y, si (x, y) esta entre el cfrculo 
anterior y el cfrculo de radio ay/ 2, entonces z esta comprendido entre el 
hiperboloide x 2 + y 2 — z 2 = a 2 y el paraboloide anterior. 

La formula que se obtiene es pues 


I = 


dxdy f (1 + z 2 ) 
x 2 +y 2 <a 2 JO 


dz 


+ 


IL 


a 2 <x 2 -\-y 2 <2a 2 


dxdy 


yj x 2 +y 2 —a 2 


(1 + z 2 )dz. 


Para resolver las integrales, las escribimos en coordenadas cilfndricas. Asf, 


I = 


(*27r pa 

dv 


pa pu 2 /2a p'ZTT pay/'Z pu'/Za 

/ udu (1 + z 2 ) dz + / dv udu (1 + z 2 ) dz 

Jo Jo Jo Ja J y/u 2 —a 2 


2n pay/ 2 


ru 2 /2a 


= • • • = (10 + a z )na 6 /30. 


[Todas las integrales a resolver son casi inmediatas.] 


PROBLEMA 5.58 


Calcular L (1 + x + y + z) d dxdydz, donde S es el 

tetraedro limitado por los tres pianos coordenados p el 
piano de ecuacion x + y + z = 1 . 


Solucion 


Si llamamos D a la proyeccion de la region de integracion sobre el piano 
XY , podemos escribir la integral conro 

r r / _ x 


JJ (/ (1 + x + y + z) 3 dz^j dxdy. 


Como, a su vez, D es el triangulo de vertices (0, 0), (1,0) y (0, 1), la integral 
se descompone en las siguientes integrales iteradas: 

pi pl—x pl—x—y 


pi pi—x pi—x—y 

dx dy (1 + x + y + z)~ 3 dz 

Jo Jo Jo 

n \-i + ( -±±^xi ]dy 

Jo Jo 1 ° z J 


-^ + 


IX - 1 1 1 i , 1 5 

1 — ; dx = - In 2 . 

- 8 4 2(1 + x) \ 2 16 
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Solucion 


i) La region a considerar es el interior del cilindro a 2 = x 2 + z 2 cortado por 
los cuatro pianos x + y = a, x + y = —a, x — y = a, x — y = —a. 



Como la proyeccion del solido sobre el piano XY es el cuadrado R limitado 
por las rectas x + y = a, x + y = —a, x — y = a, x — y = —a, el volumen se 
calcula por la formula 



[Para calcular las integrales se puede hacer alguna sustitucion trigonometri- 
ca.] 

ii) El solido consiste en la region limitada entre el piano XY y el paraboloide 
z = x 2 + y 2 y cuya proyeccion sobre el piano XY es la region R limitada 
por las curvas xy = a 2 , xy = 2a 2 , y = x/2, y = 2x (en realidad la region es 
union de dos regiones, una de ellas en el primer cuadrante y otra en el tercer 
cuadrante; corno las regiones tienen la misrna area y la funcion z = x 2 + y 2 
es simetrica, bastara multiplicar por dos el resultado obtenido al considerar 
unicamente la parte del primer cuadrante). 
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Podemos pues escribir el volumen como: 
V = 2 


rx 2 +y 2 


dxdy I dz= ( x 2 + y 2 ) dxdy. 

r Jo J Jr 

Para calcular la integral doble sobre la region R, realizamos el carnbio de 
variables dado por las ecuaciones xy = u, x/y = v. 


Este carnbio hace que 


J 


x,y 


= — y que la nueva region de integracion 
2v 


~.u, v 

sea R! = {(it, v) : a 2 < u < 2a 2 , 1/2 < v < 2}. El volumen se calcula 
entonces como 

f 2a 2 f 2 . ii.. 1 Q r 4 

V = 2 I du 


1 1/2 


, 1 9a 4 

(uv+~) ■ — dv = — . 
v 2 v > 


iii) El solido esta ahora comprendido entre la funcion dada y los pianos 
coordenados. 



Su proyeccion sobre el piano XY es la region R del primer cuadrante limitada 
por los ejes coordenados y la astroide de ecuacion 
que el volumen es sencillamente 


— + \l j = 1, de modo 



dz 


abc 

90 ' 
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[Todas las integrates son inmediatas.] 


iv) Ahora el solido es la region limitada superiornrente por el elipsoide — r + 

a z 

y Z ^ ^2 

— j H — y = 1 e inferiornrente por el cono — + — ^ = — j, por encirna del 


b 2 c 2 


a 2 b 2 


x 


piano XY. Como la intersection de arnbas superficies es la elipse — r + 

a 2 

y 2 

—7 = 1/2, situada en el piano z = c/y/2, el volumen se expresa mediante la 
tr 

integral 


rcy/ l—x 2 / a? —y 2 /b 2 

V = I I dxdy / dz , 

' R J c\J x 2 /a 2 +y 2 /b 2 


x 2 y 2 

donde R es la region limitada por la citada elipse -=■ + -=- = 1/2. 

a z b z 

Para calcular dicha integral hacenros el carnbio de variables x = (a/\/2)u cos v, 
y = ( a/\/2)usenv , cuyo jacobiano vale J = abu/2. Con estos datos, 


v = l dv l ~ “ 2/2 - c/2) ' °T du = 


PROBLEMA 5.60 

Encontrar el uolumen de la region acotada por las su- 
perficies z = x 2 + y 2 , z = 10 — x 2 — 2 y 2 . 


Solution 


En la figura del lado izquierdo se nruestran los dos paraboloides que linritan 
la region, y en el lado derecho se ilustra la curva intersection y su proyeccion 
sobre el piano XY . 
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z 


z 


Como 




cha curva intersection es la elipse de ecuacion 

y 


= 10 - x 2 - 2 y 2 


2x 2 + 3 y 2 = 10, 


para calccdar el volumen utilizamos coordenadas polares modificadas, es 
decir hacemos la transformation 


Xy/2/10 = ucosv , 
yVW 0 = usenv, 


cuyo jacobiano es J = 
tonces por la formula 
V = 


—u senv 


VWo VWo 


10 u 


. El volumen se calcula en- 


R 


VW* VWo 

[10 — x 2 — 2 y 2 — (x 2 + y 2 )\ dxdy 


ml , f 2n 10 u , ox , 200 tt f 1 , ,, , 50vr 

du / —j= ■ (10 — 10u 2 ) dv = — y=r- / (u — u) du = —j=- 

) Jo v6 v6 Jo v6 


PROBLEMA 5.61 

Calcular el nolnmen del solido 

S = {(re, y, z) £ I 3 : x 2 +y 2 +z 2 < 1, z 2 > 3 (x 2 +y 2 ), z > 0}. 
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Solution 



Como la intersection de las dos superficies es la curva 

x + y 2 = 1/4, z = \/3/2, 

el volumen, en coordenadas cartesianas, se escribe como: 

rl/2 ry/l/4—x 2 ry/l -x 2 -y 2 

V= dx dy dz. 

J- 1/2 j-yj 1/4-x 2 Jy/z{x 2 -y 2 ) 

En coordenadas cilmdricas {x = p cos'd, y = psen$, z = z), el volumen se 
escribe como 

/■1/2 r2ir ry/^-p 2 

V = / dp did pdz. 

Jo Jo JpVs 

En coordenadas esfericas (x = pcos id sen p, y = p sen id sen p, z = pcos<p), 
para calcular los extremos del angulo p sustituimos p = 1, z = \/3/2 en la 
expresion de z. Resulta entonces que \/3/2 = cos p, de donde <p = 7r/6. 


El volumen se expresa mediante la integral 


r2n rir/6 


r 1 


V= d$ 
Jo 


dip / p 2 sen cp d<p, 

/o 


o bien (debido a las simetrfas de la figura) 


r 7r/2 /* 7r/6 /*1 

V = 4 / did dip p 2 sen ip dip. 
Jo Jo Jo 


PROBLEMA 5.62 


Calcular / / / ze +y ^ dxdydz , donde V esta limitado 


v 


por el cono 2(x 2 + y 2 ) = z 2 y el hiperboloide de dos hojas 
x 2 + y 2 = z 2 — 1. 
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Solucion 


Si resolvemos el sistema formado por ambas ecuaciones, obtenemos su inter- 
section, que consiste en las circunferencias x 2 + y 2 = 1, con z = ±\/2. 

Escribimos la integral en coordenadas cilfndricas 


con 
I = 


X = U COS V 

y = usenv > 0 < u < 1, 0 < r; < 2n, uV 2 < z < \/ u 2 + 1 


2 = z 


lo que resulta (teniendo en cuenta la simetrfa de la figura): 


r2n 

2 dv udu 

Jo Jo 


U,y/2 


rVu2+1 2 r 1 _ u 2 z 2 Vu 2 +i 

ze dz = Ait ue — 

Jo 2 


iV 2 


du = 


7 r 
e 


PROBLEMA 5.63 

Calcular el nolumen del casquete esferico limitado por 

2 i 2 i 2 

x + y + z 

= a 2 

2 1 2 1 2 
or + + 2 

= b 2 

2 i 2 

+ y z 


con z > 0, siendo 0 < a < b. 



Solucion 



Si escribimos el volumen en coordenadas esfericas, de acuerdo a la figura 
tenemos: 

x = r cos d sen ip a < r < b 

y = rsendseiup donde 0 < ip < 7t/4. 
z = r cos p 0 < d < 27t 
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Recordando que el jacobiano de la transformacion es J = r 2 semp , el volu- 
men se escribe ahora de la siguiente forma: 


V 



r2n 


r 2 sen pdd 





•2vr= ^(2-V2 ){b 3 

O 


■ COS ip 


7t/4 


• 27 T 


PROBLEMA 5.64 

(a) Describir las superficies r = const ante, d = con- 
stante, z = constante, en el sistema de coordenadas 
cilindricas. 

(b) Idem para las superficies r = constante, d = con- 
stante, (j) = constante, en coordenadas esfericas. 


Solucion 


a) De las ecuaciones que definen las coordenadas cilindricas: 

x = r cos i?, y = r sen d, z = z, 
al hacer r = k, obtenemos 

x + y = k , 

lo que corresponde a un cilindro con eje de simetria el eje Z y radio k. 

Si hacemos d = k, basta dividir las dos primeras coordenadas para obten- 
er 

- = tgfc, 
x 

lo que corresponde a un piano vertical que pasa por el origen (los distintos 
valores de k dan los diferentes angulos con respecto al piano y = 0). 

Si hacemos z = k, esta niisnia ecuacion representa un piano horizontal de 
altura k. 

b) Las coordenadas esfericas de un punto se obtienen mediante las ecua- 
ciones 

x = p cos d sen i^), y = p send sen (j), z = pcoscj). 
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Si hacemos p = k, obtenemos 

2 i 2 , 2 r 2 

X + y + Z = K , 

es decir la esfera centrada en el origen con radio k. 

Si hacemos 0 = h, al igual que con las coordenadas cilmdricas, 


V 


tg#, 


x 

que representa tambien un piano vertical. 

Si, por ultimo, escribimos 4> = k, resulta: 

x 2 + y 2 = p 2 sen 2 x 2 + y 2 

z 2 = p 2 cos 2 (f> J z 2 

que representa un cono de vertice el origen. 




PROBLEMA 5.65 

Calcular el momento de inercia de un solido en forma 
de cono circular recto con densidad constante respecto 
a su eje. 


Solucion 


Supongamos que el cono de altura h y radio en la base r tiene vertice en el 
origen y eje vertical. Entonces su ecuacion es 




2 


h l 

r 2 


(x 2 + y 2 ). 


Si la densidad en cada punto del solido es fc, el momento de inercia respecto 
al eje Z viene dada por la formula: 


h 



k(x 2 + y 2 ) dV. 


Para resolver la integral, escribimos el solido en coordenadas cilmdricas, 
x = u cosv, y = usenv. La ecuacion del cono se escribe entonces corno 
z = hu/r y la integral pedida 


Iz 



2irk J u z (h——^jdu 


n khr A 
10 
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Otra forma de resolver la integral consiste en realizar la transformacion a 
coordenadas esfericas, x = p cos i? sen (j>, y = p send sen rf>, z = pcoscj). De 
este rnodo la ecuacion del piano z = h se escribe corno p = h/ cos 0 , y la 
integral es ahora 


h 


p2n parctg (r/h) ph/ cos(j) 

I (I'd d(j> j k ■ ip 2 sen 2 (f> ■ p 2 sen <f> dp 

o Jo Jo 

arctg(r//i) ^ 5 

sen 3 cj) ■ - 5 — dcj) 


27 xk 


i o 


2irkh 5 [™ c ^/h) 


5 cos 5 (j) 
tg 3 (/> ■ sec 2 <j)d(j> = 


2nkh 5 r 4 


Ah 4 ' 


PROBLEMA 5.66 

Calcular el momeuto de mercia alrededor del eje Z del 
s’olido de densidad constante limitado por el elipsoide 
36x 2 + 9 y 2 + Az 2 = 36. 


Solucion 


Por definici’on, 


M z = j j j p- (x + y ) dxdydz, 


pues x 2 + y 2 es el cuadrado de la distancia de un punto del s’olido al eje 
Z. 

Si escribimos la ecuaci’on del elipsoide corno 

Q : x 2 + y 2 /A + z 2 /9 = 1, 
el carnbio a coordenadas esf’ericas viene dado por: 
x = r cos d sen p 

y = 2r sen d sen p } ,0 < r < 1 , 0 < d < 2ir, 0 < p < n. 
z = 3r cos p 


Como 


T f x ,y, z \ R 2 

J — = —or sen p, 

\ rpd J 
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la integral se escribe conro 


M z 




9 9 9 9 9 9 9 

p(r cos sen ip+Ar" sen •& sen p) -6 r sen p dip 


8pir. 


PROBLEMA 5.67 

H “ Uar ///„ [1 + ( I 2 + „ 2 1 + , W / 2 


Solucion 


Si realizanros la transfornracion a coordenadas esfericas, x = p cos •& sen (j), 
y = p sent? sen </>, z = pcoscj), conro el valor absoluto del jacobiano de la 
transfornracion es J = p 2 senq i, la integral se escribe conro: 


/ = 




p 2 sen <fr 

(1 + p 3 ) 3 / 2 


d(j). 


Para resolver la integral, conro las variables estan separadas, basta nrulti- 
plicar las tres integrales simples. Tenenros asf: 


I 


l (TTTjWo m L 

^ r 3p 2 (l + Hm -2(1 + „ 3 )- 1/2 ‘ 

o J o o b— >oo 0 


87T 

~3~' 


PROBLEMA 5.68 


Calcular 


( y 2 + z 2 ) dxdydz , siendo R un cono recto 


R 


de renolucion de altura h, base situada en el piano XY 
p de radio a p eje en el eje Z . 


Solucion 
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z 



La figura adjunta muestra el cono descrito, el cual tiene por ecuacion a 2 (h — 
z ) 2 = h 2 (x 2 + y 2 ). Pasando la integral a coordenadas cilindricas, x = u cos v, 
y = usenv , z = z, tenemos: 


I = 



r'h(a—u)/a 


( 2 2 i 2 n 7 

sen v + z )az 


a^hn 

~20 


+ 


h 3 " 2 


an 


30 
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5. EJERCICIOS PROPUESTOS. 


1.- Determinar los limites de integracion de la integral doble J j f(x, y ) dxdy 
para las regiones signientes: 

i) S es el triangnlo de vertices (0,0), (2,1), (—2,1). 

ii) S esta limitado por las dos rectas x = — 2, x = 2 y por las dos 

ramas de la hiperbola y = \Jl + x 2 , y = — V 1 + x 2 . 

ill) S es el anillo 1 < x 2 + y 2 < 4. 


Resp.: i 


r r y 1 r^y 

i) / / f(x,y)dxdy= dy f(x,y)dx 
J JS JO J-2y 


ii) Observando la figura se obtiene inmediatamente que 

vT+1 


/ ■i r\/l+x* 

dx / f(x,y)dy. 

-2 J-Vl+x 2 



rx rt px 

2 .- Probar qne dt F(u)du= / (x — u)F(u) du. 
Jo Jo Jo 

Resp.: A1 invertir el orden de integration, resulta 


dt f F{u) du = 
D Jo 


f o 


X px 

du / 

J U 


F(u)dt= / ( x — u)F(u)du . 
Jo 


3.- Sea R la map or de las dos regiones limitadas por la circnnferencia 
x 2 + y 2 = 25 p la recta x = 3. Escribir los limites de integration de la 


integral f correspondientes a ambos ordenes de integration. 


R 
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/•3 /V 25-x 2 

Resp.: I = / dx 

J- 5 J —\/ 25— x 2 


+ /\/V_ 

J- 4 J-J 25-y 2 


—x* r-4 r\j Z'o-y* 

f{ x i y) dy = / dy _f(x,y)dx 

)—x 2 J— 5 J — y25— y 2 

r5 ry/25-y 2 

f(x,y)dx+ dy f(x,y)dx. 

J 4 J -J25-y 2 


4.- Cambiar el orden de integracion en las siguientes integrates dobles. 

rOn/A rcosx 


/*y7T/4 rcosx 

) dx f(x, y) dy. 

J3ir/2 Jsenx 


'37r/2 Jsenx 
rl rx 2 / 3 


cl cat 2 ' 3 c2 cl— y/4x— a? 2 — 3 

b) / dx f(x,y)dy+ / dx / f(x,y)dy. 

Jo Jo J 1 JO 

/ 0 c27r+arc seny ry/2/2 c27r+arcseny 

dy / fdx+ dy f dx 

-1 J3n/2 JO J2tv— arc cosy 


J-l J3?r/2 JO 

c 1 c 27r+arc cos y 

+ / dy fdx. 

J \J 2/2 J 2tt — arc cos y 

r l r2-y/l -(y-l) 2 

b) I = dy f{x,y) dx. 

J0 Jy 3/ 2 


5.- Dibnjar la region de integracion e innertir el orden de integracion 
en los signientes casos: 

cl c3rr 

(a) dx f(x, y) dy. 

JO J 2x 

(b) f dx [ f(x, y) dy. 

Jo J x 3 

cl rl -y 

(c) / dy / f(x,y)dx. 

Jo J-y/T^f 

c7r csena? 

(d) dx f(x, y) dy. 

Jo Jo 

r 2 ry/2 r‘i rl 

Resp.: (a) dy f(x,y)dx+ dy f(x,y)dx. 

Jo Jy/3 J 2 Jy/3 

r i rJfy 

(b) dy f(x, y) dx. 

Jo Jy/y 

/ 0 cv 1—x 2 rl r 1 — x 

dx / f(x,y)dy+ dx f(x,y)dy. 

-l Jo Jo Jo 
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7T— arc seny 


(d) f dy f f(x, y) dx. 

J 0 J arc sen y 

6. - Sieudo el dominio D el triangulo dejinido por las rectas x = 0 
y = 0, x + y = 2, hallar / = j J (x — 2 y) dxdy. 

Resp.: I = —4/3. 

7. - Calcular 

ra /• \J a 2 —y^ 

(a) dy ( x 2 + y 2 )dx (a > 0). 

Jo Jo 

/*2 a c\/2 ax—x 2 

(b) / dx dy. 

Jo Jo 

Resp.: (a) a 4 7r/8; (b) a 2 7r/2. 

8. - Calcxilar las sigwentes iutegrales p dibujar la region de integracion: 

i) / / |a:| dxdy. 

J J\x\ + \y\<l 

/*4 r2 ^ 

ii) dy e x dx. 

Jo Jy/2 

iii) dx — dy. 

J i 7i/* y 

in) / dx (x + y) dy. 

Jo Jx 

r 0 /-2(1— x 2 ) 1 / 2 

r) / dx xdy. 

Resp.: i) 2/3; ii) e 4 — 1; iii) 17/12; iv) 1/2; v) —2/3. 


9.- Dada la signiente integral 

7 = Iq 1 Uo {x2 + y2) dX ) d?/ + Ii {Jo V ^ 2 + y2) dX ) dy 

(a) Dibnjar la region de integracion. 

(b) Expresar la integral innirtiendo el orden de integracion. 

(c) Resolrer la integral. 
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Resp.: I = 


p 1 p 2—x 

/ dx / (x 2 + y 2 ) dy = 4/3. 

4o Jx 


10 .- Dada la siguiente integral dy dx: 

Jo J-^/i=y 

a) Dibnjar la region de integracion. 

b) Inoertir el orden de integracion. 

c) Resolner la integral. 

/ O p4—x 2 

dx / dy = 4/3. 

-2 J 2x+A 


11 .- Contestar nerdadero o falso a los siguientes planteamientos, jus- 
tijicando su respuesta: 

a) Sea z = f(x,y ) una fnncion dejinida en el circido R de centro el 

origen g radio a, g que uerifica f(x,y) = —f(—x, —y), V(x, y) G R. 

Entonces JJ f(x, y) dxdy = 0. 

b) Si S = {(x,y) : |x|+|y| < 1}, entonces JJ f(x+y ) dxdy = J f{u) du. 

Resp.: a) Verdadero (hacer el cambio de variables u = —x, v = —y). 
b) Verdadero (hacer el cambio de variables u = x + y, v = x — y). 


12 .- Calcnlar / / xdxdy , siendo D la region limitada por las parabolas 


D 


x + y z = 0, x + y z = 2y y x + y z = 2 - 2y. 

Sugerencia: Hacer el cambio de variables x = u — 
Resp.: 1/48. 


(u + v) 


V = 


u + v 


13 .- Calcnlar 


/ en los siguientes casos: 


D 


(a) f(x,y) = x 3 y, D limitada por el eje Y g la parabola x = — 4y 2 + 3. 

0)) f(x,y) =y, D = {(x,y) : 0 < 2x/tt < y < senx}. 

(c) f(x,y) = xy, D esta limitado por el eje X g la semicircunferencia 
superior (x — 2) 2 + y 2 = 1. 
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(d) f(x,y) = \J xy — y 2 , D es el triangulo de rertices (0,0), (1,1) p 
(10,1). 

(e) f(x,y ) = , D es el circulo tangente a los ejes coordenados 

\j2a — x 

de radio a p situado en el primer cuadrante. 

(f) f{x, y) = 1 + xy, D = {{x, y) : 1 < x 2 + y 2 < 2, y > 0}. 

(g) f(x, y) = y 2 sfx, D = {{x, y) : x > 0, y > x 2 , y < 10 - x 2 }. 

rV3/2 f-V+3 

Resp.: (a) / dy x 3 ydx = 0. 

J-Vs /2 Jo 



r3 r\/l-(z-2) 2 4 

( c ) J dx J xydy = 


r i rWy 

(d) dy \Jxy - y 2 dx = 6. 
Jo Jy 


l>2a ra+ a 2 — (x—a) 2 ^ 

(e) / dx dy 

Jo J a— y/ a 2 —(x—a) 2 Cl X 


8a\/2a 


3 


(f) 



r\/2 


u(l + u 2 sen v cos v) du 


7r/2. 



78800 3/4 
693 5 


14.- Calcular / / x 2 y 2 dxdy siendo R la zona limitada por xy = 1, 


R 


xy = 2 , y = x e y = 4x . 

Resp.: Se hace el cambio de variables xy = u , y/x = v, de rnodo que 


J 


x,y 

U, V 


= — . Asf: 
2v 


, = k iv . 


7 In 4 


ir • — du = 

2v 6 


15.- Sea D = {(x,y) 6 IR 2 : — d>(x) <y< d>(x), a < x < b}, donde $ es 
uua funcion continua, no negatira en el interualo [ a,b\ . Si z = f(x,y) 
es ima funcion en D tal que f(x,y) = —f(x, —y), para todo (x,y) G D, 


probar que 


D 


f(x,y) dxdy = 0. 
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Resp.: Descomponemos la integral en dos sumandos y hacemos el carnbio 
de variables u = x, v = —y en el primero. Asl: 


D 


no n\J no n<P{x) 

f(x,y) dxdy = I dx I f(x,y)dy+ dx f(x,y)dy 
Ja J — <&(x) Ja Jo 

nb n&(u) nb n&(x) 

= du f(u,-v)dv+ / dx / f(x, y) dy 

J a J 0 J a J 0 

nb n&(u) nb n&(x) 

= du -f(u,v)dv+ dx f(x,y)dy = 0 . 

J a Jo J a Jo 


16.- Si D es la semicorona circular situada por encima del eje de ab- 
scisas rj determinada por x 2 +y 2 = 5 2 p x 2 +y 2 = 3 2 , ballar I = 


D y/x 2 + y‘‘ 


■ dxdy. 


Resp.: I = / rdr / sen ddid = 16. 

J-3 Jo 

17.- P asar a polares la integral J J f(x, y) dxdy en los siguientes ca- 
sos: 

i) D es el cxrculo : x 2 + y 2 < a 2 . 

ii) D es el anillo circular: a 2 < x 2 + y 2 < b 2 . 

iii) D es el recinto limitado por la circunferencia: (x — a) 2 + y 2 < a 2 . 

x 2 y 2 

in) D es el recinto limitado por la elipse: — ^ + -r^ = 1. 

a z tr 

r) P es el triangulo del primer cuadrante limitado por los ejes coor- 
denados ij la recta x + y = 1. 

vi) D es el segmento parabolico —a < x < a, x 2 /a < y < a. 
nii) D = {(x,y) : 0 < x < 2, x <y < x^3}. 

n 2 tt na 

Resp.: i) / = / dv u ■ f(u cos v,usenv) du. 

Jo Jo 

1*271 rb 

ii ) 1 = 

>0 Ja 

/ 7 r n2a cos v 

dv / u ■ f(u cos v,u sen v) du. 

-7 r Jo 

n2n n 1 


n2n nb 

/ dv u ■ f(ucosv,usenv)du. 

Jo Ja 


iv) I = 


10 


dv / abu ■ f(au cos v, bu sen v) du. 

Jo 
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f 77 / 2 r cosw+senu 

v) I = / dv I u ■ f(u cos v,u sen v) du. 

Jo Jo 

pn/4 pasen v/ cos 2 v pOir/4 ra/senv 

vi ) I = dv u-fdu+ dv u ■ f du 

Jo Jo Jit / 4 J 0 

pn ra sent;/ cos 2 v 

+ dv u • / du. 

J 37t / 4 Jo 


/*7r/3 ^2/ cost; 

ii )/= / dv u ■ f(u cos v, usen v) du. 

J 7T / 4 J 0 


Vll J = 


18 .- Hallar / = J J dxdy , sieudo I? la elipse x 2 /IQ + y 2 /9 = 1. 
Resp.: 127T. 


19 .- Calcular las siguientes integrales: 
\/x 2 + y 2 dxdy. 


ii) 


x 2 +y 2 <a 2 

V 


D \Jx 2 + y : 


dxdy, sieudo D la semicorona circular situada por 


eucima del eje de abscisas y determiuada por x 2 + y 2 = 5 2 p 
x 2 + y 2 = 3 2 . 


Resp.: i) 2a 3 7r/3; ii) 16. 


20 .- Calcular J J (x 4 + 2 x 2 y 2 + y )dxdy, doude D es el sector circular 

contenido eu el primer cuadraute del circulo de ceutro (0, 0) y radio 

2. 


p2 p^4-x 2 i/? 

Resp.: I = / dx (x 4 + 2 x 2 y 2 + y 4 ) dy = 

Jo Jo 3 


21 .- Hallar el area de la region limitada por: 

2 2 

x T x y x y 

a) La cure a — ^ + — r = — + — con los parametros posxtxros. 

a z b z h k 

b) Las curras y = ax p , y = bx p , y = cx q , y = dx q , 0 < p < q, 0 < a < b, 

0 < c < d. 

\ /a 2 ft 2 \ 

Resp,a)™6( 5F + 5F j. 
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b) (Hacer el cambio de variables u = y/x p , v = y/x q ); 

q — p / 1+9 1+9 \ f -i —p -i-p 

A = — bi-p — ai-p )■( d q-p — c i-p 

(1 + q)(-l-p)\ ) V 


22.- Calcular 


siendo D 
Resp.: 


D 


cos(x + y)\ dxdy, 


[-71-/2, tt/2] X [— 7t/2, 7t/2] . 


23.- Calcular el uolumen de la region limitada por el cono 9 (x 2 + y 2 ) — 
4(6 — z) 2 = 0, en 0 < z < 3, por la esfera x 2 + y 2 + (z — 3) 2 = 4, en z > 3, 
por el piano z = Op por el paraboloide x 2 + y 2 = 4 — z. 

Resp.: 


24.- Hallar el area interior a p = sen-d p exterior a p = 1 — cost?. 
Resp.: A = (4 — vr)/4. 



25. - Calcxilar el nolumen de las signientes figuras: 

(a) Region interior a la superficie z = x 2 +y 2 comprendida entre z = 0 
y z = 10. 

(b) Piramide limitada por los tres pianos coordenados xj el piano x + 
2y + 3z = 6. 

(c) Elipsoide con semiejes a, b , c. 

Resp.: (a) 507 t; (b) 6; (c) 47ra6c/3. 

26. - Calcular el uotumen del solido limitado por el hiperboloide 4(x 2 + 
y 2 ) = 1 + 4^ 2 , el paraboloide z = x 2 + y 2 p el piano z = 0. 
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Resp.: 


27 .- S ea I el nalor de la integral de f(x, y) = x + y en R = {(x, y) G R 2 : 
x + y < 4, x > 2,y > 0}. jCual (o cuales) de las siguientes afirmaciones 
es cierta? 

r 2 r^-y 

i) I = dy f(x, y) dx. 

Jo J 2 

«4 /*4 —x 

ii) I = dx f(x, y) dy. 

J 2 Jo 

r n /2 r S eni9+cosi? 1 

iii) / = / dd c?r. 

Jo J 2/ cos i9 sen n + cos u 

in) I = dv 2 V - du, con u = x, v = x + y. 

J-2 J v 

Resp.: 


28 .- Hallar el nolumen limitado por x = 0, y = 0, el paraboloide z = 
x 2 + y 2 + 10, su piano tangente en el punto (1,1,12) p el piano x + 2y = 
7. 


Resp.: V 



dy 


fx 2 +y 2 +10 


dz 


/ 2x+2y+8 


6125 

96 


29 .- Calcular el nolumen de la region limitada por la funcion z = 
cos (x — y) p el piano z = 0 encerrada en el cuadrado [0, 7r] x [0, 7r] . 


Resp.: V 


(x,i/)e[0,7r]x [0,7r] 


| cos(x 


y) | dxdy = 2ir. 


30 .- Calcular el nolumen comprendido entre la superjicie z = x 2 + 3y 2 + 
2, los pianos coordenados p el piano 2x + y = 2. 
pi p2—2x /*a? 2 +3t/ 2 +2 

Resp.: V = I dx I dy dz = 25/6. 

Jo Jo Jo 


31 .- Calcular el nolumen comprendido entre las superficies z 
x = y 2 p los pianos x = 4, z = 0. 


Resp.: V 




8576 
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x 2 + y 2 , 


32 .- Calcular los nolumenes de los cuerpos limitados por las siguientes 
superficies : 
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i) x 2 + y 2 — az = 0, ( x 2 + y 2 ) 2 = a 2 (x 2 — y 2 ), z = 0. 

ii) z = x 2 + y 2 , y = x 2 , y = 1, z = 0. 

iii) z = 0, x 2 + y 2 = 1, x 2 + y 2 = z 2 . 
in) x 2 + y 2 + z 2 < 1, z > 1/2. 


/*7r/4 /»■ 

Resp.: i) R = 4 / dv 

Jo Jo 


2 \/cos 2 d 3 

-du 

a 


ira 3 

~8~' 


ii) R 




88 

105' 


iii) R = 


iv) R = 



57T 

24' 


33 .- Encontrar el nolumen de la region limitada por z < 6 — x 2 — y 2 ; z > 

\A 2 + y 2 ■ 


Resp.: 


f6 —x 2 —y 2 


dxdy / dz 

x 2 +y 2 < 4 J \J x 2 +y 2 



32t r 

IT' 


34 .- Calcular el nolumen del solido limitado por los cilindros x 2 + y 2 — 
4x + 3 = 0, x 2 + y 2 = 2x, p los pianos z = 0, z = 2. 


Resp.: 



W l-R-2) 2 


dy = 8^ 



35 .- Calcular el nolumen de la porcion del cilindro z 2 +y 2 = 6 y, situado 
dentro de la esf era x 2 + y 2 + z 2 = 36 . 

/*6 r\/v—{y- 3) 2 /• \/36 -y 2 -z 2 

Resp.: V= dy dz dx = 144ir — 192. 

do J-^9-(y-3) 2 J -^30-y 2 -z 2 


36 .- Encontrar el nolumen del cuerpo limitado por los pianos coorde- 
nados, el piano 2x + 3y — 12 = 0 p el cilindro z = y 2 / 2. 


Resp.: R = / dy 


f(12— 3j/)/2 


dx 


rv 2 / 2 


dz = 16. 
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37 .- Calcxilar fff v x dxdydz , siendo V el solido limitado por el cilindro 
parabolico z = 4 — y 2 , el paraboloide elxptico z = x 2 + 3 y 2 p el piano 
x = 0. 

Resp.: 


38 . - Hallar el nolximen del solido limitado por el hiperboloide 4(x 2 + 
y 2 ) = 1 + 4 z 2 , el paraboloide z = x 2 + y 2 p el piano z = 0. 

Resp.: 

39 . - Hallar el rotumen encerrado por la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 1 p el 
hiperboloide 5.r 2 + 5 y 2 — 3 z 2 = 3. 

Resp.: 


40 .- Calcxilar el nolximen de la interseccion entre la esfera x 2 +y 2 +z 2 = 
a 2 p el cilindro x 2 + y 2 = ay, con a > 0. 


pn pa sen v 

Resp.: V = 2 dv u 

Jo Jo 


, 9 a 3 

V a 2 — u 2 du = —— ■ (37 r — 4). 
9 


41 .- Calcxilar las sigxiientes integrales triples: 

xyz dxdydz, donde V es el recinto limitado por las superficies 
V 

„2 , „,2 I J2 


x 2 + y 2 + z 2 = 1 , x = 0, y = 0, z = 0. 


ii) \J x 2 Y y 2 dxdydz, donde V es el recinto limitado por x 2 +y 2 = 

= 1 . 

fff f x 2 y 2 z 2 \ 

iii) /// + ^ dxdydz, donde V esta limitado por la sxi- 

JJJv\ a b ( ) 

x 2 y 2 z 2 

perficie = 1. 

a z o z cr 

I * 7t/2 /»7t/2 /*! 

Resp.: i ) I = dip d'd / r 5 sen 3 <p cos ip sen x? cos x? dr = — . 

Jo Jo Jo 48 

pi p2n pi _ 


ii) / = / du dv u 2 dz = — . 

Jo Jo Ju 6 

/*7T p2n pi 

iii) I = / dip d'd abcr 4 sen ipdr = 

Jo Jo Jo 


Airabc 


42 .- Hallar el nolximen del solido W limitado por el cilindro parabolico 
z = 4 — y 2 p el paraboloide elxptico z = x 2 + 3 y 2 . 
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Resp.: 


43. - Hollar el rolumen del cuerpo limitado por z = ln(x + 2), z = 
ln(6 — x), x = 0, y = 0 y x + y = 2. 

Resp.: 

44. - Hallar el nolumen de la region interior del cilindro x 2 +y 2 = 4 lim- 
itada por el paraboloide z = 16 + x 2 + y 2 y el cono z = \J x 2 + y 2 . 

Resp.: 

45. - Dada la siguiente integral 

1 = Jo + ^ dX ) dV + Ji {Jo + ^ dX ) dV : 

(a) Dibujar la region de integracion. 

(b) Expresar la integral inrirtiendo el orden de integracion. 

(c) Resolner la integral. 

Resp.: 

46. - (a) Demostrar que toda sncesion conrergente en M n es an con- 
junto de contenido cero. 

(b) Demostrar que toda Juncion real acotada es integrable sobre un 
subconjunto de contenido cero. 

(c) Demostrar que, si / es real y continua en un n-interralo cerrado 
I C R n salro quizas en un conjunto de contenido cero, entonces es 
integrable. 

Resp.: 


47.- Calcular 


(1 + x 2 + y 2 + z 2 ) 


dxdydz siendo D la esjera unidad. 


j J Jn 

Resp.: 

48.- Calcular el rolumen del cuerpo mas pequeno limitado por las 
superficies: 


2,2 2 i 2 i 2 o 

y = x +z y x +y + z =2. 
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Resp.: 


0 0 0 0 0 o 

49. - Calcular el nolumen del cuerpo limitado por 2 az = x + y , x + y — 2 = a , 2 = 0. 
Resp.: 

50. - Hallar el uolumen del cuerpo limitado por las superficies: 2 = 

ln(x + 2) , 2 = ln(6 — x), x = 0, y = 0, x + y = 2. 

Resp.: 

51. - Calcular el rolumen del cuerpo limitado por x 2 +y 2 = az , x 2 +y 2 = 

2 2 

p x 2 + y 2 + (2 — a/2) 2 = a 2 /4. 

Resp.: 

52. - Calcular el nolumen del cuerpo iutersecciou de las regiones: x 2 + 
y 2 + 2 2 < 1, x 2 + y 2 < 2 2 , x 2 + y 2 < 1/4. 

Resp.: 

53. - a) Sea 

2 2 , si 2 > 0; 

/(x, y, 2 ) = 3 - 42, si 2 < 0; 

i tg 2 (xy 2 ), si 2 = 0. 

Comprobar que es iutegrable p calcular la integral sobre la bola de radio 
unidad x 2 + y 2 + z 2 < 1 . 

b) Hallar el rolumen del cuerpo limitado por 2 = x 2 + y 2 , 2 = 2x 2 + 2y 2 , 
y = x, y = 2x, x = 0, x = 1. 

Resp.: 


54.- ^Cudl de las siguientes opciones corresponde a la integral 


sobre D = {(x, y) : x 2 + y 2 < 2x}? 
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/ IT 

dv 

-7T 

Resp.: En coordenadas polares, D 
2 cos $} . 

Por tanto, 



{(?’, id) : — 7r/2 < id < 7r/2, 0 < r < 



p7t/2 /*2cos 'd 

/ did r-r 2 -cos 2 iddr = 2 

’ — 7T /2 JO 


/*7r/2 p2cos$ 

/ did r 3 cos 2 iddr 

o Vo 


de modo que la respuesta correcta es (b). 


55 .- Hollar el rolumeu del cuerpo H = {(x,y, z) 6 M 3 : x 2 + y 2 + z 2 < 
a 2 , x 2 + y 2 < z 2 + 1}, sieudo a > 1. 

Resp.: 


56 .- Demostrar que toda fuuciou acotada es iutegrable Riemauu sobre 


todo coujuuto de couteuido cero. Calcular la iutegral 
sieudo f(x, y,z) = | 



f(x, y, z) dxdydz 


D 


1 

1/2 

[tg 2 (xy 2 ) 


si z > 0 

si 2 : < 0 u D : x 2 + y 2 + z 2 < 1 . 
si z = 0, 


Resp.: 


57 .- E.studiar si existe y eu su 


sieudo f(x, y, z) 


'2z 

<3-4 -z 
k ln(l + x 2 y 2 ) 


caso calcular 



f(x,y,z) dxdydz, 


si z > 0 

si z < 0 p D : x 2 + y 2 + z 2 < 1 . 


si z = 0, 


Resp.: 


58 .- Determiuar las coordeuadas del ceutro de graredad de la regiou 
solida S limitada por las superficies y = \fx, y = 2\fx, z = 0, x + z = 


6 . 


Resp.: v(S) 



48\/6 
5 ’ 


x = 18/7, y = 15^/6/16, z = 12/7. 
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59.- S ea / una funcion contmua en una region 

S = {(x,y,z) G K 3 : a < x < b, (pi(x) < y < <p 2 (x), ipi(x,y) < z < ^ 2 (x,y)}. 


Probar que existe un punto P G S tal qne 
vol(S) (teorema del ralor medio para integrates) . 



f(x, y, z) dV 


m- 
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